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[lOö] 

Anmerkungen und Zusätze zur Entwerfung der 
Land- und Himmelscharten. 

§ 1. 

Man giebt überhaupt mehrere Bedingungen an, denen 
eine vollkommene Landcharte Genüge leisten soll. Sie soll 
1) die Fignr der Länder nicht verunstalten. 2) Die Grössen 
der Länder sollen auf der Charte ihre wahren Verhältnisse unter 
sich behalten. 3) Die Entfernungen jeder Oerter von jeden 
andern sollen ebenfalls im Verhältniss der wahren Entfernungen 
seyn. 4) Was auf der Erdfläche in gerader Linie, das will 
eigentlich sagen auf einem grössten Circul der Sphäre^ liegt, 
das soll auch in der Landcharte in gerader Linie liegen. 
5) Die geographische Länge und Breite der Oerter soll auf 
der Charte leicht können gefunden werden etc. Das will nun 
überhaupt sagen, die Landcharten sollen in Absicht auf ganze 
Länder, ganze Welttheile oder die ganze Erdfläche durchaus 
eben das seyn, was ein Grundriss in Absicht auf ein Haus, 
Hof, Garten, Feld, Forst etc. ist. Dieses würde nun ganz 
wohl angehen, wenn die Erdfläche eine ebene Fläche wäre. 
Sie ist aber eine Eugelfläche, und damit lässt sich nicht allen 
[106] Bedingungen zugleich Genüge leisten, sondern man muss 
sich eine oder einige davon besonders vorsetzen, wenn es sich 
der Mühe lohnt, derselben vorzüglich Genüge zu leisten. 

§ 2. 

Wenn man indessen bey der Vergleichung einer Charte 
mit einem Grundrisse verbleiben will, so lässt sich eine Yor- 
stellungsart denken, bey welcher diese Vergleichung noch 
so ziemlich angeht. Man setze z. E., es sey von dem Grund- 
risse eines Berges die Rede, so denkt man sich eine durch 
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4 J. H. Lambert. 

den Fuss des Berges gehende horizontale Ebene. Man 
denkt sich ferner senkrechte Linien, die ans jedem auf dem 
Berge befindlichen Puncte auf die Ebene herunterfallen, und 
da, wo diese Linien hintreffen, stellt man sich den Ort des 
Puncts vor, aus welchem sie heruntergezogen gedacht werden. 
Auf diese Art erhält man den Grundriss des Berges derge- 
stalt^ dass man nur die Höhe eines jeden Puncts über der 
Ebene zu wissen nöthig hat, um sich seine wahre Lage aus 
dem Grundrisse vorzustellen, weil dieser die horizontale Lage 
des Puncts angiebt. Mehrerer Vollständigkeit halber werden 
dem Grundrisse noch Profilrisse beygefügt, aus welchen man 
sich die Figur des Berges, seiner Höhe nach, deutlicher vor- 
stellen kann. Je regulärer der Berg ist, desto weniger Profil- 
risse sind dazu nothwendig. Wenn also z. E. der Berg ein 
Abschnitt einer Kugel [107] wäre, so würde ein einziger Profil- 
riss hinreichend seyn. 

§ 3. 

Nun hindert nichts, dass man nicht z. E. Europa als 
einen solchen Berg sollte ansehen können, dessen Fuss die 
Fläche des Meeres beym Cap St. Vincent, bey dem Einfluss 
des Nils und bey der nördlichsten Spitze von Noi-wegen 
ist. Durch diese drey Puncte lässt sich eine ebene Fläche 
denken, und auf diese können aus jeden Oertem senkrechte 
Linien gezogen werden, welche die Lage der Oerter angeben. 
Das Profil ist durch einen Circulbogen leicht zu bestimmen^ 
und auf diese Art wird die Charte von Europa dem Grund- 
risse eines Berges ganz ähnlich. 

§ 4. 

Die hierzu erforderliche Projectipnsart ist die sogenannte 
orthographische, und ihre Gesetze sind längst bekannt. 
Man kann aber damit höchstens nur die halbe Erdfläche vor- 
stellen, und zu Charten von einzelnen Ländern ist sie meines 
Wissens noch nie gebraucht worden. Hingegen haben sie die 
Astronomen zur Entwerfung der Finsternisse desto öfterer ge- 
braucht. Sie ist endlich auch zu solchen Planisphärien des 
Himmels gebraucht worden, wodurch man den Auf- und Unter- 
gang der Sonne und der Sterne nach der Verschiedenheit der 
Polhöhen auf eine leichte Art hat vorstellig machen wollen, 
und da dient [108] sie zugleich auch, für jede Polhöhe die 
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Sinus der Sonnenhöhe für jede Stunde leicht zu finden. Es 
braucht dazu weiter nichts, als dass man die Sphäre auf die 
Fläche des Colurus Solstitiorum orthographisch entwerfe. Die 
sämtlichen Circul der Sphäre erscheinen bey dieser Projection 
theils als gerade Linien, theils als Circul, mehrentheils 
aber als Ellipsen. 

§ 5. 

Man hat sich aber an den Begriff, dass eine Landcharte 
einen Grundriss der Erdfläche vorstellen soll, nicht gebunden, 
sondern statt des Grundrisses die perspectivische Ent- 
werf ung gewählt. Damit sollte die Erdfläche so gezeichnet 
werden, wie sie, aus einem gegebenen Punct betrachtet, in das 
Auge fallen würde. Hierüber hat ganz neulich Herr Prof. 
Karsten im 5ten Bande der bayerschen Abhandlungen eine all- 
gemeine analytische Theorie bekannt gemacht, und dadurch 
auch diesen Theil der angewandten Analysis erweitert. Da 
man indessen für die Lage des Auges unzählige Puncto wählen 
kann, aus welchen die Erdfläche perspectivisch kann ent- 
worfen werden, so hat man sich vorzüglich an dreyerley 
solcher Pancte gehalten, die an sich etwas vorzügliches haben. 
Einmal setzte man das Auge von der Kugel unendlich 
entfernt, und das gab die vorerwähnte orthographische 
Projection. Sodann nahm man den Punct irgend wo in der 
Oberfläche der Erde, [109] und diese Projectionsart wurde 
die stereographische genannt, vermuthlich in Ermanglung 
eines bestimmteren Ausdruckes. Endlich setzte man das Auge 
in den Mittelpunct der Erde, und diese Projectionsart 
mag, weil mir kein anderer Name bekannt ist, die Cent ral- 
projection heissen. 

§ 6. 

Die stereographische Projectionsart hat viel vor- 
zügliches darin, dass alle Circul der Sphäre darauf theils als 
gerade Linien, theils als Circul erscheinen, und dass alle 
Winkel auf der Kugelfläche in der Projection ihre Grösse be- 
halten. Sie wird daher auch bey Entwerfung der ganzen 
Erdfläche und Welttheile, so wie auch der Himmelskugeln 
gewöhnlich gebraucht, und besonders hat Herr Hase für 
einzelne Welttheile die von ihm so genannte horizontale 
stereographische Projectionsart eingeführt, wo das Auge 
in den Nadir des Mittelpuncts des zu entwerfenden Landes 
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gesetzt wird. Es ist dieses die 8te vom Varenius beschrie- 
bene Art. Herr Kästner hat bey der göttingischen Societät 
der Wissenschaften eine analytische Theorie darüber vorge- 
lesen, die nnn unter seinen Dissert. mathem. et physicis in 
öffentlichem Drucke erschienen ist. Herr Hase gebrauchte 
sie besonders, weil die Entfernung der Oerter von einander 
noch so ziemlich genau auf solchen Charten gemessen werden 
kann, und auch die Figur der Länder [110] noch ziemlich 
beybehalten wird. Bey Verzeichnung der Halbkugel der Erde 
wird gewöhnlich das Auge in den 90sten und 2 7 Osten Grad 
des Aequators gesetzt, weil auf diese Art die alte und die 
neue Welt, jede besonders, gezeichnet werden kann. Will 
man hingegen die Lage der Polarländer kenntlicher machen, 
so wird das Auge in die Pole gesetzt, und dies ist der Grund, 
warum die beyden Hemisphärien des Herrn Grafen von Redern, 
so die Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin heraus- 
gegeben, die Pole in der Mitte haben, weil auf diese Art die 
Lage der unbekannten Südländer besser in die Augen fällt, 
üebrigens werden bei der stereographischen Projectionsart die 
Länder desto grösser, je mehr sie von der Mitten entfernt 
sind, weil die Distanzen wie die Tangenten der halben Ent- 
fernung vom Mittelpunct zunehmen. 

§ 7. 

Die Centralprojection hat den Vortheil, dass alle grössten 
Circul der Sphäre auf derselben gerade Linien sind, und zwar 
mit Ausschluss jeder kleinem Circul, welche allemal durch 
Kegelschnitte vorgestellt werden, und nur in einem besondern 
Fall circulär sind. Diese Entwerfungsart leistet demnach den 
Vortheil, dass auf derselben alle die Oerter in gerader Linie 
liegen, die auf der Erdfläche auf einem grössten Circul sind. 
Indessen sind mir wenigstens keine nach dieser Art gezeich- 
nete Landcharten bekannt, es [111] sey denn, dass man die- 
jenigen dahin rechnen wolle, die von Liebhabern der Gno- 
monic auf Sonnenuhren gezeichnet werden, wo diese Ent- 
werfungsart eigentlich vorkömmt. Hingegen lassen sich 
Himmelscharten mit gutem Vortheile auf diese Art verzeichnen, 
und dies ist auch von Doppelmayer auf den 6 Platten ge- 
schehen, worauf derselbe den ganzen Himmel, nur nicht mit 
der Genauigkeit, die man dabey verlangen konnte, vorstellig 
gemacht hat. IFebrigens kann bey der Centralprojection die 
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Halbkugel nicht ganz vorgestellt werden, weil die Entfernungen 
vom Mittelpunct aus wie die Tangenten der Grade anwachsen. 
Dieses macht auch, dass die Grösse der Länder sehr ungleich, 
und ihre Figur merklich verunstaltet wird. 

§ 8. 

Es haben demnach die drey erwähnten perspectivischen 
Entwerfungen ihre Yortheile und Nachtheile, und keine thut 
allen Bedingungen (§ 1) Genüge. Besonders hat die Bedingung, 
dass die Grössen der Länder ihre wahren Verhältnisse behalten, 
bey keiner statt, und die Bedingung von der Ausmessung der 
Entfernung der Oerter leidet dabey theils Einschränkung, theils 
fordert sie besonders dazu ausgesonnene Constructionen. Dieses 
hat bereits Eichmann in dem 1 3ten Bande der Petersburgischen 
Commentarien, so 1751 herausgekommen, angemerkt, und zwar 
Inder daselbst befindlichen [112] Abhandlung: de perficiendis 
mappis geographicis, imprimis universalibus, per idoneas Scalas 
metiendis distantiis inservientes. Was Richmann in dieser 
Abhandlung vorbringt, ist überhaupt gut angemerkt, es leidet 
aber noch sehr merklich^ Erweiterungen und schicklichere 
Verbesserungen. 

§ 9. 

Entwerfungen zu ganz besondern Absichten erfordert die 
Schiffarth. Dieses hat auch den Seekarten eine Ihnen eigene 
Gestalt gegeben, die seit Mercators Zeiten alle Vollkommen- 
heit erreicht zu haben scheint. Zugleich erhellte auch daraus, 
dass man die perspectivische Entwerfung weder als die Haupt- 
absicht noch als den einzigen Grund zur Verzeichnung der 
Landcharten anzusehen habe. Denn da ohnehin nicht alle 
Absichten zugleich erhalten werden können, so ist es zu- 
reichend, wenn eine Charte derjenigen Absicht Genüge leistet, 
zu welcher sie eigentlich dienen soll. Es soll aber billig die 
Entwerfungsart eine oder mehrere bestimmte Absichten haben, 
und derselben genau angemessen seyn. So z. E. ist es nicht 
abzusehen, wozu des BelUn cylindrisch entworfene Charte 
besonders dienen soll, weil sie keiner bestimmten Absicht 
durchaus Genüge leistet. 

§ 10. 

Die elliptische Figur der Erde ist von der sphärischen 
kaum genug verschieden, dass man bey Entwerfung der Charten 
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darauf Acht haben [113] sollte. Indessen hat Herr Pr. Lotoiz 
dennoch in den Schriften der ehemaligen cusmographischen 
Gesellschaft^ und namentlich im deutschen Staatsgeo- 
graphus eine Entwerfung der sphäroidischen Erdfläche be- 
rechnet und angegeben, wo alle Winkel ihre Grösse behalten, 
wie es bey der stereographischen Entwerfung der Kugel- 
fläche und bey Mercators Seecharten geschieht. Es ist auch 
die Lage der Länder und Oerter noch lange nicht so genau 
bestimmt, dass man auf einen Unterschied von etlichen Meilen, 
so bey der sphäroidischen Figur bey grossen Distanzen zum 
Vorschein kommen kann, sollte denken können. Selbst auch 
dieser Unterschied müsste durchaus als genau bestimmt ange- 
nommen seyn, welches eben noch nicht ist. Es ist daher 
nicht zu verwundern, wenn man bey der sphärischen Figur 
bleibt. Sie wird ohnehin bey dem Abdrucke des Kupfers 
ungleich mehr elliptisch, als es die Erde an sich schon ist, 
weil das Papier beym Trocknen sich nach der Länge anders 
als nach der Breite einzieht. Dadurch kann die Erde sowohl 
oblong als abgeplattet erscheinen, je nachdem das Kupfer ab- 
gedruckt wird. Die sphäroidische Figur ist demnach schon 
aus diesem Grunde mehr ein Gegenstand der Berechnung als 
der Zeichnung. Wir werden sie indessen nicht ganz über- 
gehen, sondern sie in folgendem besonders vornehmen, und 
sehen, was sich dabey anmerken lässt. 

[114] §11. 

Was nun von denen anfangs erwähnten Absichten der 
Landcharten noch wenig oder gar nicht erhalten wird, das 
sind die verhältnissmässigen Distanzen und Grössen der Länder. 
Letzteres kann, und zwar auf mehrerley Art, erhalten werden. 
Und da Richmann damit noch kaum einen Anfang gemacht 
hat, so wird es Stoff geben, im folgenden umständlicher davon 
zu handeln. Ersteres geht auf keine Art allgemein und ge- 
nau an, wenn man weiter nichts, als die in Specialcharten 
üblichen gleichtheiligen Maassstäbe dazu gebrauchen will. Con- 
structionen, wodurch die Distanzen bey verschiedenen Pro- 
jectionsarten können gefunden werden, sind an sich gut, aber 
gewöhnlich zu weitläuftig und unbequem. Die einfachste Art 
ist die bei Mercators Seecharten übliche. Sie giebt aber den 
Weg des Schiffes und seine Länge, demnach nur in dem 
einzigen Fall die eigentliche Distanz an, wo das Schiff gerade 
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nach dem Mittagskreise fortsegelt. Richmann giebt die Sache 
eher durch Berechnung als durch eine leichte Construction 
an, und da mir in dieser Sache weiter nichts brauchbareres 
bekannt ist, so habe ich mir die Aufgabe als ganz unaufge- 
löst vorgesetzt, und werde, was ich dienliches gefunden, nun 
vortragen. 



[116] 
I. Charten zn Bestimmniig der Distanzen der Oerter. 



§ 12. 

Es seyn auf der Kugelfläche drey Oerter A, 
Ihre Distanzen seyn 

AB=^ 

und der Winkel 

APB = L 

Hiebey mag P der Pol seyn, und da 
sieht man leicht, dass alsdann l der 
Unterschied der Länge beyder Oerter 
A, B ist. 

§ 13. 

Nun seyn eben die Oerter 
auf der zu entwerfenden Charte 
a, j9, b. Ihre Distanzen seyn 

ap = X, 

ab = z. 

Dadurch verstehe ich hier die 
Länge der geraden Linien ap^ 
bp, ab. 



P, B. 





§ H. 

Da nun auf der Kugelfläche die drey Winkel A^ P, B 
zusammen allemal grösser denn 180 Grade, hingegen die drey 
flachen Winkel a^ p^ b allemal = 180 Gr. sind, so können 
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sie nicht wohl mit einander verglichen, noch in ein schick- 
liches [116] Verhältniss gebracht werden. Ich habe daher den 
Winkel apb =^ APB = l gemacht. Dadurch aber erhielt 
der Ort P eine Bestimmung, die bey den andern beyden 
Oertern Ay B nicht kann angebracht werden, und so sähe 
ich leicht, dass alle auf der Landcharte zu zeichnenden Oerter 
eine Beziehung auf den Punct p haben würden. Ich liess 
mich indessen dadurch nicht abhalten, den fernem Erfolg zu 
untersuchen, weil ich immer noch die Wahl frey hatte, andere 
Voraussetzungen anzunehmen, wenn es nicht nach Wunsch 
gehen würde. 

§ 15. 
Nun gab mir die Trigonometrie die beyden Gleichungen 

zz =^ XX -\- yy — 2xy cos A, 
cos C = cos ^ cos ij + sin I sin iy cos A. 

In beyden kommt von dem Winkel X der Cosinus vor, und 
dieses war an sich desto schicklicher, weil es genug war, 
zwischen Xy y, z und ?, ij, ^ geschmeidige Vergleichungen 
zu suchen. Es war nemlich zu sehen, wiefern Xj y, z Func- 
tionen von ?, ij, C seyn können. Und diese Frage löste sich 
in die auf, wiefern die zweyte Gleichung durch gehörige Ver- 
wandlung der erstem ähnlich gemacht werden konnte? 

§ 16. 

Da nun in den beyden Gleichungen C, z nur einmal vor- 
kömmt, so fing ich damit an, und die Betrachtung, dass 

cos ^ = 1 — 2 sin* i C 

[117] ist, gab die erste Verwandlung 

2 sin* i^ = 1 — cos ^ cos iy — sin ^ sin tj cos A. 

Damit war nun der erste Schritt zu der gesuchten Aehnlich- 
keit beyder Gleichungen gethan. 

§ 17. 

Der andere Schritt besteht ebenfalls darinn, dass ich 
cos 1= 1 — 2 sin*i?, 
cos 1^ = 1 — 2 sin* \rj 



Digitized 



by Google 



Anmerkg. n. Zusätze z. Entwerf. d. Land- u. Himmelschart. 1 1 

setzte, und damit erhielt ich 

2 sin* i^= 2 sin*i?+ 2 sin* ^i? — 4 sinV^gsin* ^rj 

— sin ^ sin tj cos X 
oder 

sin* ^^ = sin* ^^ + si»* i^ -^ 2 sin* ^^ sin* ^i; 

— ^ sin ^ sin tj cos X. 

Hier sähe ich nun wohl, dass, wenn auch 

sin -1 ^ = 2 
gesetzt werden konnte, es doch nicht angieng, 

sin 4^ ^ = a:, 

zu setzen^ um die Gleichungen ähnlich zu machen. Das einzige 
Mittel war zu sehen, ob in der zuletzt herausgebrachten 
Gleichung 

sin* ^^ = sin* {§ + sin* ^rj — 2 sin* ^^ sin* 4^r] 

— ^ sin § sin tj cos l 
das Glied 

2 sin* ^§ sin* ^rj 

weggeschafft werden könnte. Dieses gieng nun dadurch an, 
dass 

sin* ^ ? — sin* ^§ sin* ^r] = sin* ^| cos* ^tj, 
sin* ^rj — sin* ^rj sin* ^^ = sin* ^t] cos* 4^^ 

[118] ist. Und damit erhielt ich 

sin* -J-C = sin* ^| cos* 4^r] + sin* ^t] cos* -^^ 

— ^ sin ^ sin tj cos A. 

§ 18. 

Diese Gleichung schien sich nun von der gesuchten Aehn- 
lichkeit wiederum mehr zu entfernen, weil hier die Bögen ^, 
rj so viel, und mehr als anfangs, in allen drey Gliedern ver- 
wickelt sind. Indessen, um sie mehr zur Gleichartigkeit zu 
bringen, so setzte ich in dem letzten Gliede 

sin ^ = 2 sin ^^ cos ^§, 
sin ?y = 2 sin ^rj cos Jiy. 

Und damit erhielt ich 
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sin* 1^ = sin* ^| cos* i^rj + sin* ^rj cos* ^§ 
— 2 sin I ^ cos ^§ sin ^t] cos ^rj cos A. 

Hier blieb nun, nm die Verwickelung aufzuheben, kein ander 
Mittel, als dass die ganze Gleichung durch 

cos* i^cos* ^ri 

getheilt würde, und dieses gieng glücklich von statten, weil 
sich die Gleichung in 

— 2 tang ^ ^ tang ^ i;» cos A 
verwandelte, und daher mit 

;?« = a:* + y* — 2a:y cos l 
verglichen werden konnte. 

[119] § 19. 

Ich erhielt demnach 

:r = tang|^?, 
y = tangf?y, 

sin J C . 1 >• 4 i- 1 

2j = r-^^^ — = sm i C sec * f sec it). 

cos i$ cos ^iy -^ - ^^ ^ ' 

Damit waren also x, y ähnliche Functionen von |, rj. Hin- 
gegen war z keine Function von ^ allein, sondern von C, ?, 
7] zugleich. Indessen hat sie doch den Vortheil, dass sie von 
dem Winkel A unabhängig ist, und so lange nur dieser Winkel 
sich verändert, kann der Theiler cos J^ ^ cos ^ i; als ein Coeffi- 
cient von beständiger Grösse angesehen werden. Endlich hängt 
z von ^ genau auf eben die Art, wie von iy, ab. 

§ 20. 

Es ist aber 2 sin-J^t die Chorde des Bogens AB, dem- 
nach die Chorde der Distanz beyder Oerter A, B, Wenn 
also nur X veränderlich ist, so wächst z in Yerhältniss dieser 
Chorde. Diese Betrachtung macht es nun möglich, das Yer- 
hältniss zwischen z und der Chorde leicht zu bestimmen. 
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§ 2h 

Denn man setze den Winkel A = 0, so wird ^ = ? — rj. 
Da nun |, rj gegeben sind, so ist auch die Chorde von | — rj 
gegeben , und kann mit z = x — y = tang ^ ^ — tang ^ rj 
leicht verglichen werden. 

[120] § 22. 

Eben diese Vergleichung geht an, wenn man X= 180° 
setzt. Denn da wird 

? = ? + ^, 

z = x + y = tang || + tang | rj, 

und z ist hier in Verhältniss von der Chorde von (^ + ^)« 

§ 23. 

Wir haben demnach zwischen beyden Figuren die Ver- 
gleichung 

{x — y) : chord. (^ — rj) = z : chord. ^, 

oder auch 

(x + y): chord. [^ -^ rj) = z: chord. ^. 

§ 24. 

Wenn man demnach auf dem Proportionalcircul eine 
Chordenlinie hat, so kann man die Distanz x auf eine von 
diesen beyden Arten finden. 1. Man trägt die Distanz x — y 
auf die Grade | — rj, nm dem Proportionalcircul die Oeflfnung 
zu geben. Sodann trägt man die Distanz z auf, um die Grade 
von ^ zu finden. Oder 2. man erhält eben die Oeffnung des 
Proportionalcirculs , wenn man die Distanz x + y auf die 
Grade, ? + ^ trägt. Dieses letztere ist zuverlässiger, weil 
X — y oft sehr klein ist , und zuweilen vollends = seyn 
kann. 

§ 25. 

Da bey dieser Berechnung die Winkel bey P, p ihre 
Grösse behalten, und die Distanzen 

a: = tangil, 
y = tang ^rj 
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[121] gemacht werden, so ist die Verzeichnung der Landcharte 
stereographisch, nnd um desto schicklicher, weil man bereits 
viele nach derselben gezeichnete Planisphärien sowohl der 
Erd- als der Himmelskngel hat, wo der Mittelpnnct der Pol 
ist. Es gehört demnach mit nnter die vielen schönen Eigen- 
schaften dieser Projectionsart^ dass die Distanzen vermittelst 
der Chordenlinien eines Proportionalcircnls so leicht können 
gefanden werden, als immer, vermittelst desselben, Linien oder 
Chorden proportionirt werden können. 

§ 26. 

Es seyn in der dritten Figur, die ein solches Planisphä- 
rium vorstellt, p der Pol, und a, J die zwey Oerter, deren 
Distanz gesucht wird. Der Parallelkreis von b geht durch 

Fig. 3. 






c, y, und es findet sich ac = 30°, und ay = 110°. Dem- 
nach wird auf den Chordenlinien des Proportionalcircnls ac 
auf den 30sten Grad, oder ay auf den liOten Grad getragen, 
um demselben seine Oeffnung zu geben. Sodann trägt man 
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ab auf, und findet 39^4 Grad für die Distanz der beyden 
Oerter a, i. 

§ 27. 

Es sey bey eben der Projeetionsart der eine Ort Q und 
die Oerter ^, 5, C, Z>, . . . , iHf liegen auf einem gleichen 

Fig. 4. 




Parallelkreise, so sind die Linien QA, QB, QC, , . . ., QM 
den Chorden der Distanzen der Oerter A, B, C, . , . . , M 
von dem Orte Q proportional. [§ 20.) 



[122] 



§ 28. 



Sind nun die Oerter oder Puncte A, B, O, . . . ,y M auf 
dem Kreise herum gleich vertheilt, so ist dieses der Fall des 
berühmten Co^m^cAera Lehrsatzes. Nemlich die Linien QA, 
QBy QC, , ..., QJf sind die Factoren des Binomialausdruckes 



Da nun diese Linien in Verhältniss der Chorden der Distanzen 
der Oerter A, B, C, . . . ., Mvon Q sind^ so sieht man, dass 
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der Cotesische Lehrsatz mit geringer Veränderung bey der 
Kngelfläche anwendbar ist, wo der Panct Q nicht in der 
Fläche des Circuls liegt, in welchem die Oerter oder Pnncte 
A, B, (7, . . . ., 3f gleich vertheilt herum liegen. Doch dieses 
sey hier nur im Vorbeygehen angemerkt. 

§ 29. 

Stellt nun PQ den Abstand des Pols vom Zenith, und 
der Circul ADGK den Parallelkreis der Sonne oder eines 
Sternes vor, so sind die Linien QA, QB, QC, . . . ., QM 
den Chorden des Abstandes der Sonne oder des Sternes vom 
Zenith proportional. Man setze z. E. die Abweichung der 
Sonne RA sey 20°, die Polhöhe ÄQ = 50°, so ist der 
Abstand des Parallelkreises vom Zenith AQ= 30°, und auf 
der nördlichen Seite QG= 110°. Wird demnach auf den 
Ghordenlinien des Proportionalcirculs die Distanz A Q auf den 
SOten, oder QG auf [123J den llOten Grad getragen, so hat 
das Instrument seine gehörige Oeffnung, und, wenn man far 
jede beliebige Stunde die Distanzen QB, Q(7, ...., QF 
aufträgt, so wird man auf eine sehr leichte Art finden, wie 
viel die Sonne oder der Stern jede Stunde vom Zenith ent- 
fernt ist. Und daraus ergiebt sich die Höhe der Sonne oder 
des Sternes über dem Horizont durch ein blosses Abziehen 
von 90 Graden. 

§ 30. 

Wenn man keinen Proportionalcircul bey der Hand hat, 
so muss man sich gefallen lassen, einen Circul zu beschreiben, 
auf welchem im erstgegebenen Beyspiele AQ eine Chorde 
von 30° oder QG eine Chorde von 110° sey, und diesen 
Circul in Grade eintheilen. 

§ 31. 

Oder, man zeichnet sich einen Maassstab ^ auf welchem 
AQ der Sinus von halb 30° oder 15°, oder QG der Sinus 
von halb 110° oder 55° sey, so werden die Linien Q5, 
QC, QDy , . , ., QF auf diesem Maassstabe die Sinus der 
halben Distanzen der Sonne oder des Sternes vom Zenith an- 
geben^ welche sodann in den Sinnstafeln aufgesucht und leicht 
verdoppelt werden können. Dieses Verfahren ist etwas müh- 
samer, als der Gebrauch des Proportionalcirculs. Es ist aber 
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viel genauer, weil die Chordenlinien auf den Proportional- 
circnln selten weiter, als in ganze Grade eingetheilt sind. 



[124] 



§ 32. 



Nachdem ich diese Sätze ans den analytischen Formeln 
herausgebracht, so hat mich die Betrachtung, dass sie so sehr 
einfach sind, veranlasst, zu sehen, ob die Sache sich nicht 
eben so leicht synthetisch erweisen lasse. Zu diesem Ende 
entwarf ich mir in der fünften Figur die Kugel orthographisch, 
so dass ich den Augenpunct zwischen dem Pol und dem Aequator 
annahm. Es stellt daher 
DABa die Fläche des Fig. 5. 

Aequators vor. P ist der 
Pol, so auf der vordem 
Seite der Kugel liegt, p 
der Pol auf der hintern 
Seite. FPfp, £Pejosind 
zween Mittagskreise, J/, 
N zwey Oerter auf den- 
selben, NR der durch. 
N gehende Parallelkreis 
des Aequators. Nun sollen 
die Puncto My N, R auf 
der Fläche des Aequators 
als stereographisch ent- 
worfen vorgestellt werden. 
Zu diesem Ende zog ich 

CEj CF^ und so stellen diese Linien die Projection der 
Mittagskreise PEp^ PFp vor. Ferner zog ich pM, pN, 
pR, und dieses gab die Puncto w, w, r, welche demnach 
die stereographische Entwerfung der Puncto 3/, iV, R vor- 
stellen. Nun ist zu beweisen, dass 




ist. 



nm : rm = chord. NM: chord. RM 



§ 33. 



Zu diesem Beweise werde ich einen bereits von Pappus an- 
gegebenen Lehrsatz gebrauchen. Es seyen (s. Fig. 6, S. 18) in 
dem Circul PEp die beyden Diameter [12ö] Pp^ CE senkrecht. 
Man ziehe pE, und aus p eine beliebige Chorde pN, so ist 
pP\pN= pn : pC. 

Ostwald's Klassiker. 54. 2 
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Dieses folgt ans der Aehnlichkeit der beyden rechtwinklichten 
Triangel joC;», pNP ohne Mühe. Es ist demnach 



Fig. 6. 




pN' pn = pP -pO ^=pE*. 

Das will sagen: das Prodnct von 
pN nnd pn ist von beständiger 
Grösse, so viel man auch immer 
den Winkel PpN abändert. 

§ 34. 

Diesem Lehrsatze zufolge haben 
wir demnach in der fttnften Figur 

pm * pM = pr * pR := pn ' pN, 
daher auch 

pm :pr =^ pR : pM. 

Da nun dieses die Triangel jomr, pRM ähnlich macht, weil 
sie den Winkel RpM gemeinsam haben, so ist auch 

pm : mr = pR : RM, 

§ 35. 

Ferner, da die Puncto iV, R in gleichem Parallelkreise 
liegen, so ist 

pN = pR, 
pn = pr. 

Es verwandelt sich hiedurch die erst gefundene Analogie 

pm :pr s=pR :pM 
[126] in folgende: 

pm :pn =pN:pM. 

Dadurch aber sind auch die Triangel pnm, pMN, wegen 
des gemeinsamen Winkels in jo, einander ähnlich, und es ist 
ebenfalls 

pm : mn =pN: NM^ 
demnach 

pm :mn = pR: NM. 
Da nun auch 

pm : mr = pR : RM 
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gefanden worden, so wird ans diesen beyden Analogien 

pm :pR = mn : NM= mr : RMj 
folglich 

mn : mr = NM : RM. 

Und dieses war zu beweisen. 

§ 36. 

Bey Entwerfung kleinerer Stücke der Erdfläche, z. E. 
einzelner Länder, hat Hase ebenfalls seine stereographische 
Horizontalprojection gebraucht, und dadurch den Vortheil zu 
erhalten gesucht, dass die Entfernungen der Oerter mittelst 
eines ganz einfachen Meilenmaasses genauer; als bey andern 
Entwerfungsarten gemessen werden könnten. Nun ist bey der 
Horizontalprojection das Auge im Nadir des Mittelpuncts p der 
Charte (Fig. 2, S. 9). Und da (§ 19) 

^___sinj^__ 
cos -^^COS;}^?; ' 

[127] so ist 

sin ^ ^ = 2 cos ^ I cos \r]y 
demnach 

\^^== z cos il cos \yi + \z^ cos' II cos' \ri + etc. 
= z cos 4^1 cos |ij (1 + ^z^ cos* H cos' \ri + etc.). 

Oder da 

cos Ü = 1 — 2 sin* { |. 

cos -I^t; = 1 — 2 sin* |ij, 
so ist 

i^ = ;s (l — 2 sin* II) (1—2 sin* \ri) 

[1 + \z^ (1—2 sin* II)* (I — 2 sin* |i?)* + etc.] 

oder, wenn wir die vierten und höhern Dignitäten weglassen, 

I ? = 2 (1 — 2 sin* 11—2 sin* |ij + |2« + etc.). 

§ 37. 

Diese Formel giebt demnach an, wie der Fehler der ein- 
fachen Meilenmaasse anfängt merklich zu werden, wenn |, 
ij von mehreren Graden genommen werden. Der Fehler hängt 



Digitized 



by Google 



20 J- H. Lambert. 

von f und rj auf einerley Art ab, und wird am grössten, 
wenn man solche Oerter auf der Charte nimmt, die von dem 
Mittelpunct am meisten entfernt sind. In dieser Absicht können 
wir der Ordnung nach für^ = ij 5, 10, 15, 20 Grade setzen. 
Es hängt aber auch der Fehler von 2* ab, und wird, wenn 
z grösser wird, vermindert. Nun kann für einerley Werth 
von I, Tj die Distanz z von an bis auf tang ^ | +• tang | rj 
[128] wachsen, wenn der Winkel X von bis auf 180 Grad 
zunimmt. 

§ 38. 
Um also diese äusserste Grenze beyzubehalten, wollen wir 
z = n (tang i ? + tang \ r]) 
setzen. Dieses giebt für ^ = rj 

z = 2n tang ^ ^. 
Und damit haben wir der Ordnung nach 



§= 5° 
= 10° 
= 15° 
= 20° 
etc. 



iC = 0,0 873219^(1 — 0,0019036 + 0,0012 7087i*) 

= 0,1 749 773 ;* (1 — 0,0076106 + 0,0051028»*) 

= 0,2 633 050 w (1 — 0,0 1 7 1 103 + 0,0 1 15 549»*) 

= 0,3526 540 »(1 — 0,0 303 845 + 0,0 207275»*) 

etc. 



§ 39. 

Die in ( ) eingeschlossenen Coefficienten bestimmen den 
Fehler in Vergleichung mit der ganzen Distanz, weil sie an- 
geben, um den wievielten Theil die Distanz muss vermindert 
werden. Sie hängen von »* ab, und werden, wenn » = 1, 
ungefehr um J vermindert. Wenn ^ = ?j = 20° ist, so ist 
der Fehler höchstens eine Meile auf 30, zum wenigsten aber 
eine Meile auf 100. 

§ 40. 

Will man hingegen den absoluten Fehler bestimmen, so 
müssen die Formeln ganz genommen werden. Und da findet 
sich ein maximum, [129] wenn n = V^, demnach der Winkel 
l = 90° ist. Für diesen Fall findet sich 
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V = 



5° 
10° 
= 15° 
= 20° 



U = 



0,0 617 459 
0,1 237 277 
0,1 861 847 
0,2 493 640 



0,0 000 783 
0,0 006 274 
0,0 021 099 
0,0 049 922 



oder in Graden^ Minuten, Seennden 



§ = r,= 5° 
= 10° 
= 15° 
= 20° 



i ^ = 3° 32' 

= 7 5 

= 10 40 

= 14 17 



16"— 0' 

21—2 

3—7 

15 — 17 



16" 

9 

15 

10 



Man sieht hieraus^ dass, wenn man keine Minute fehlen will, 
man | und rj nicht über 5° annehmen müsse, und folglich die 
Charte nicht über 10° Breite fassen kann. 



§ 41. 

üebrigens sind die Fehler, wegen der weggelassenen 
kleinem Glieder, hier um etwas zu klein angegeben (§ 36). 
Will man sie aber genau bestimmen, so findet sich für den 
Fall, wo A = 90° und ^ = i; ist, die Formel 





cos C = cos* ^. 






Und diese giebt 






? = i?= 5° 


4 C = 3° 32' 0" 


z-U= 0' 


16" 


= 10° 


= 7 3 11 


= 2 


10 


= 15° 


= 10 32 43 


= 7 


20 


= 20° 


= 13 59 43 


= 17 


32 



[130] 

U. Distanz der Oerter aaf der Centralprojection. 
§ 42. 

Bey der Centralprojection wird, wie bereits oben (§ 5) 
erwähnt worden, das Auge in den Mittelpunct der Kugel ge- 
setzt. Das Auge sieht demnach alle Puncto der Eugelfläche 
in ihrer wahren Lage. Diese Lage wird nun durch die Pro- 
jection allerdings verändert. Die grössten Circul der Sphäre 
erscheinen als gerade Linien, und statt der Winkel kommen 
ihre Tangenten vor. 
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§ 43. 

Man setze demnach, der Punet C sey derjenige, wo die 

Tafel die Kugel berührt, und 

Fig. 7. der Halbmesser der Kugel sey 

^ ^ = CR, Vollendet man das 

Quadrat ARB DE also, dass 
AR = RB=CR, und CR 
auf AB rechtwinklicht sey, so 
lässt sich auf demselben der 6te 
Theil der Kugel entwerfen, weil 
dieses Quadrat eine Seite des um 
die Kugel beschriebenen Cubus 
vorstellt. So sehen auch die oben 
(§ 7) erwähnten sechs Doppel- 
mayerschen Platten aus, worauf 
er die sämmtlichen Sternbilder 
gezeichnet hat. 

§ 44. 

Es seyen nun M, N zween Sterne (oder, wenn man die 
Erdfläche entwirft, zwey Oerter). [131] Durch diese ziehe 
man eine gerade Linie MNy so stellt dieselbe den durch die 
beyden Sterne oder Oerter M, N gehenden grössten Circul der 
Sphäre vor. Um nun die Distanz dieser beyden Puncto M, 
N zu finden, so braucht es weiter nichts, als dass man den 
Winkel bestimme, den diese beyden Puncto im Mittelpuncte 
der Sphäre . oder des Cubus bilden. Zu diesem Ende ziehe 
man durch C die Linie PCS auf MN senkrecht, so muss 
erstlich die Entfernung des Auges von dem Punct P gefunden 
werden. Man trage CP aus (7 in Q, so wird RQ diese 
Distanz seyn, weil CR die Distanz des Auges von der Tafel 
ist, und die aus dem Auge nach C gezogene Linie mit CP in 
C einen rechten Winkel macht, welcher hier durch QCR 
vorgestellt wird. Man trage ferner QR aus P m S] so ist 
S der Punct, in welchem die Linien NSy MS gezogen werden 
müssen, und man wird den Winkel NSM haben, welcher 
von den Sternen M ^ N \m Auge oder im Mittelpunct der 
Sphäre oder des Cubus gebildet wird. Dieser Winkel ge- 
messen giebt die Distanz der Sterne MN in Graden, Mi- 
nuten etc. an. Auf diese Art können demnach auf den sechs 
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Doppelmayerschen Platten die Distanzen der Sterne sehr 
leicht gemessen werden. 

[132] 
III. Constrnction zn Bestimmnng der Distanzen. 

§ 45. 

Bey der orthographischen Projeetion lassen sich die 
Distanzen der Oerter durch eine leichte Constrnction bestimmen, 
die sich aus dem oben (§ 3) gesagten von selbst darbietet. 
Man findet sie auch beym Varentus, der sie aus dem Mauro- 
lycus^ als ihrem ersten Erfinder, anführt. Da sie keine 
Schwierigkeit hat, so werde ich mich nicht länger dabey auf- 
halten, sondern zu der Formel (§ 18) 

sin* ^^ = sin* ^| cos* ^i; + cos* ^^ sin* ^ij 

— 2 sin ^^ cos ^Tj cos ^^ sin ^rj cos X 

zurücke kehren, und aus derselben eine andere Constrnction 
herleiten. 

§ 46. 

Zu diesem Ende nehme man diese Formel vierfach: 

(2 sin |C)* = (2 sin ^^.cos \r])* + (2 cos {§ sin ^tj)* 

— 8 sin ^^ cos ^rj cos |^ sin \rj cos L 
Da nun 

2 sin ^1 cos |iy = sin ^ •+- sin — ^-^ , 

^ "4~ V B — V 

2 cos ^1 sin ^Yj = sin — - — '- — sin ^—r — - , 

2 sin ^^ = chord. ^ 
[133] ist, so erhalten wir 

(chord. r)*= I sin ^^ + sin ^^1* 

+ p-T"^-"" 2 J 

_ 2 [sin ^15 + sin i^] . [sin i±5 - sin i-p] . cos ;i. 
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Diese Formel kann nun eben so wie (§ 18) mit 

z* =. X* -{- y^ — 2xy cos A 

verglichen werden. Es ist demnach 

. S + V . . ^ — V 
X = sin ^— ^ + sm — 2~^ , 

y = sm ^ — sin — ^ , 

z = chord. C. 

Die ganze Sache kömmt demnach auf die Sinns der halben 
Summe und halben Differenz der Aequatorshöhen an. Man 
kann sie nach einem beliebigen Maassstabe aus den Tafeln 
nehmen, und die zweyte Figur (8. 9) damit construiren, so 
wird die Seite z auf eben dem Maassstabe die Chorde der 
Distanz beyder Oerter angeben. 

[134] 

IV. Allgemeinere Methode, die Kngelfläche so zn ent- 
werfen, dass alle Winkel ihre Grösse behalten. 

§ 47. 

Die stereographische Entwerfung der Kugelfläche, 
so wie Mercators Seecharten, haben das besonders, dass 
dabey alle Winkel ihre Grösse behalten, die sie auf der Kugel- 
fläche haben. Dieses giebt die grösste mögliche Aehnlichkeit, 
die eine ebene Figur mit einer auf der Kugelfläche verzeich- 
neten haben kann. Die Frage blieb aber noch zurücke, ob 
diese Eigenschaft bey bemeldten zwo Entwerfungsarten allein 
vorkomme, oder ob nicht diese Entwerfungsarten, so sehr sie 
auch verschieden zu seyn scheinen, durch mehrere Mittel- 
stufen an einander grenzen? Mercator stellt die Mittagskreise 
durch Parallellinien vor, welche den Aequator senkrecht durch- 
schneiden, und nach den Logarithmen der Cotangenten der 
halben Aequatorshöhe eingetheilt werden. Der Aequator selbst 
wird in 360 gleiche Theile, als so viele Grade getheilt. Bey 
dieser Entwerfnngsart ist also der Winkel, unter dem die 
MittagQkreise sich durchschneiden sollten, = 0, weil dieselben 
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gleichlaufend sind. Hingegen bey der stereographischen 
Entwerfung, welche aus dem Pol geschieht, durchschneiden 
sich die ebenfalls geradlinichten Mittagskreise unter ihren 
wahren Winkeln (s. Fig. 3, S. 14). [13ö] Wenn es dem- 
nach zwischen beyden Entwerfangsarten Mittelstufen geben 
soll, so müssen diese darin gesucht werden, dass man die 
Winkel, unter welchen die Mittagskreise sich schneiden sollen, 
in beliebigem Verhältniss grösser oder kleiner macht, als die, 
unter denen sie sich auf der Eugelfläche durchschneiden. Dieses 
ist nun der Weg, den ich hier einschlagen werde. 

§ 48. 

Es sey demnach P der Pol; PJÜ", P^ zween Mittags- 
kreise, und der Winkel MPfi unendlich klein. Der Punct 
M sey für die Aequatorshöhe e , der Punct N ftlr 
die Aequatorshöhe e '\' de. Den Winkel MPfi 
setze man = mdl, wo dk den Unterschied der 
Länge, m aber das Verhältniss vorstellt, in welchem 
der Winkel MPf,i grösser oder kleiner ist als der 
wahre. Nun ist die Bedingung, dass 

f,iM: MN^=- dk sin e : de 

seyn soll, damit das Trapez iiMNv demjenigen 
auf der Kugelfläche, so dadurch vorgestellt wird, 
ähnlich werde. Setzt man demnach 



so ist 
demnach 


PM = x, 

MN=dx, 

M(i = xmdk, 
mxdk : dx = dk sin e : de 


[136] Hieraas 


folgt 

dx mde 




X sin £ 




und 



log ;2; = m log tang ^ e. 



Die beständige Grösse kann hier wegbleiben, und so wird 
x= i, wenn e = 90° wird, was auch immer m für einen 
Werth haben mag. Demnach ist x = (tang^£)*". 
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§ 49. 
Setzt man nun m =^ 1, so erhält man 
X = tang^e, 
so wie es bey der stereographischen Entwerfung statt hat. 

§ 50. 

Bey Mercators Seecharten ist m = 0. Hieraus würde 
nur X = i folgen. Wir können aber « =: 90° — p setzen, 
und damit wird 

X = tang*" (45 —^p) 

^/ l— tang^M ^ 

ll +tangi;)/ ' 
welches 

«21 1 

a: = (1 — m tang ^p + m — - — tang* Ip — etc.) 

m -4- 1 
X (1 — m tang ^p + m — - — tang* |p — etc.), 

[137] demnach für m = 

l — X 

-^^ = tang^;? + itang«l;j+^tangs|;? + ^tang^i^ + ete. 

= i log cotg { e 

giebt. Hier stellt nun die Grade vom Aequator an 

tn 

gerechnet vor, und diese wachsen in Verhältniss von log cot \ e. 

§ 51. 
Da man aber in der allgemeinen Formel 

a: = (tang-J^fi)^ 

die Wahl hat, den Werth von m nach Belieben zu bestimmen, 
so wollen wir noch eine Bedingung mitnehmen. Es soll also 
in dem Trapez (iMNv (Fig. 8) nicht nur ^iM, sondern auch 
vN zu MN ^9i% Verhältniss haben, das bey der Kugelflftche 
wirklich statt hat. Und da dieses nicht fQr jede Pol- oder 
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AequatorshOhe zugleich angeht^ so soll es für eine bestimmte 
Aeqnatorshöhe £ statt finden. Nun ist 

Nv = mdk {x + dx), 

und eben dieser Bogen auf der Kugelfiäche ist 

dl sin [e + de) = dX (sin e + cos ede). 

Dieses giebt demnach 

de : dx =i dX (sin e + cos ede] : mdX [x + dx). 

Hieraus folgt 

de ' m [x + dx) = dx sin e + dx cos ede, 

mx ' sin € , 

[^ m = —5 h cos e. 

[138] Es ist aber (§ 48) 

mx sin £ 

dx de ^ 

demnach 

sin e , sin 6 , 

—3 p m = — = h cos e, 

de de 

welches 

m = cos 6, 

und also für die bestimmte Aeqnatorshöhe E 

m = cos JS 

giebt. Und damit ist die Formel 

x = (tang^«)«»^ 

so beschaffen, dass nach derselben für die Aequatorshöhe E 
das Trapez iiMNv dem sphärischen, so es vorstellt, durch- 
aus ähnlich ist. Es ist nemlich nicht nur fxM zu MN, 
sondern auch zu Nv in dem Verhältniss, das diese Linien auf 
Engelfläche haben. 

§ 52. 

Ungeachtet nun dies durchgängig genaue Verhältniss 
nur für die Aequatorshöhe = E genau statt findet, so weicht 
es doch vor und nach am allerwenigsten vom wahren ab, 
das will sagen, die Abweichung ist vor und nach ein minimum. 
Dieses macht, dass, wenn man z. E. eine Charte von Europa 
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zu veTzeichnen hat, man fflr £ die Aeqnatorshöhe des mittlem 
[139] Parallels von Europa nimmt. Und so wird E von ohn- 
gefehr 40° seyn. Wir können aber füglich 

E= 41° 24' 35" 
und damit 

cos JS = I 

setzen. Und so haben wir für eine Charte von Europa die 
Formel 

Log X = ^ Log tang ^ «. 
Diese giebt 



€ 


X 


Diff. 


10 


0,16 087 


0,16 087 


20 
30 
40 
50 
60 


0,27 211 
0,37 243 
0,46 860 
0,56 429 
0,66 234 


0,11 124 
0,10 032 
0,09 617 
0,09 569 
0,09 805 


70 
80 
90 


. 0,76 546 
0,87 672 
1,00 000 


0,10 312 
0,11 126 
0,12 328 



Es ist klar, dass man für Europa die Grade e nur vom 20ten 
bis zum 60ten gebraucht. Und da m = cos .B = f ist, so 

Fig. 9. 
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werden die Grade der Länge nm \ kleiner genommen, so 
dass 30 Grad des Circnls eigentlich 40 Grad der Länge geben. 
Die Zeichnung stellt die 9te Figur vor. 

fl40] § 53. 

Es kann auch m so bestimmt werden, dass die Grade 
zweener gegebener Parallelkreise ihre wahren Verhältnisse 
haben. Die beyden Parallelkreise seyn die von den Aequators- 
böhen a, b; so muss dieser Bedingung gemäss 

(tang ^a)^ : (tang i^b)'"^ = sin a : sin b 
seyn. Hieraus folgt 

Log sin a — Log sin b 
Log tang \a — Log tang \ b 

§ 54. 

Man nehme z. E. für Europa die Aeqnatorshöhen 

a = 60°, 
b == 20° 
so ist 

Log tang \a = 9,7 614 394 Log sin a = 9,9 375 306 

Log tang I b = 9,2 463 188 Log sin b = 9.5 340 517 

0,5 151 206 0,4 034 789 
und damit 

0,4 034 789 ^ „^ ^^„ 

^ = 0:5 151206 = ^'^^^^^- 
Da nun dieser Werth der Cosinus von 38° 26' ist, so ist hier 

(§ 51) 

E = 38° 26'. 

Nun kann man allerdings auch für E diesen Werth an- 
nehmen, und damit erhellet, dass die [141] hier zu Grunde 
gelegte Bedingung mit der vorhin (§51) gebrauchten zugleich 
bestehen kann. Man kann eben so E zu Grunde legen, und 
dann für jede Aequatorshöhe a eine andere b bestimmen, so 
dass bey beyden die Grade der Parallelkreise ihre wahren 
Verhältnisse haben. So z. E. wenn man, wie vorhin (§ 52), 

cos £ = I 
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setzt, und a = 60° annimmt, so findet man b = 24° 56'. 
Denn es ist 



Log tang ^a 


= 9,7 614 394 


Log 


sin a 


= 9,9 375 306 


Log tang |6 


= 9,3 445 580 
0,4 168 814 


Log 


sin b 


= 9,6 248 629 
0,3 126 677 


demnach 












0,3 126 677 


- 3 






'^■"0,4 168 814"" 


- T- 





§ 55. 

Wollte man nun m=i setzen, wie dieses bey der 
stereographischen Entwerfung statt hat, oder m = 0, wie bey 
Mercators Seecharten (§ 49, 50), so würde man in beyden 
Fällen a = b erhalten. Demnach giebt es bey diesen beyden 
Entwerfungsarten nicht zween verschiedene Parallelkreise, deren 
Grade unter sich eben das Yerhältniss, wie auf der Kugel- 
fläche hätten, ungeachtet es, so bald m zwischen und 1 
fällt, unzählige giebt. 

[142] § 56. 

Wenn man m <^\ annimmt, so werden die Grade der 
Länge in dem Yerhältniss von 1 zu m kleiner, demnach ge- 
braucht man nur m * 360 Grad des Circuls für die 360 Grade 
der Länge. So z. E. wenn man, wie vorhin, m = \ setzt, 
so gebraucht man nur einen Ausschnitt von 270 Gr., um die 
360 Grade der Länge vorzustellen. Soll demnach die ganze 
nördliche oder südliche Halbkugel vorgestellt werden, und der 
Anfang an das Ende passen, so kann der Ausschnitt von 
270 Graden in Form eines Kegels gewölbt werden. Dieses 
giebt Coniglobia, worauf man schon längst gewohnt ist, die 
Halbkugeln des Himmels vorzustellen. Hier haben wir dem- 
nach eine solche Verfertigung derselben, wo alle Winkel ihre 
wahre Grösse behalten, und demnach die Sternbilder mit denen 
am Himmel die grösste mögliche Aehnlichkeit haben. Diesen 
Vorzug haben die bekannten ZimmermannwilüQXi Stemkegel 
nicht. Der Ausschnitt ist dabey von 300 Graden, und der 
Mittagskreis in 90 gleiche Theile getheilt, dieses macht, dass 
10 Grade des Aequators 13 Graden des Mittagskreises gleich 
sind, und so sind die Längen den Breiten nicht proportional. 
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§ 57. ^ 

Da man bey solchen Sternkegeln ebenfalls die Wahl hat, 
den Werth von m in der Formel 

rr = (tang|fi)"» 

[143] besondern Absichten gemäss zu bestimmen, so werden 
wir setzen, dass die ersten 45" den folgenden gleich seyn 
sollen, so dass auf dem Sternkegel der 45ste Parallelkreis den 
Mittagskreis in zween gleiche Theile theile. Dieser Bedin- 
gung zufolge wird x = \, wenn « = 45°, demnach 

\ = (tang 22\)^, 
Log 2 0,3 010 300 ^ ^o ß>i^ 

"^ == Log tang 67^- = 0,3 827 757 " ^'^^ ^^^' 

wofür man, weil es hier auf kleine Unterschiede nicht an- 
kömmt , wegen bequemerer Rechnung w = ^ oder auch , wie 
vorhin, m = \ annehmen kann, je nachdem man den Conus 
mehr oder weniger flach haben will. Will man denselben 
so flach, wie die Zimmermann^Qk^n haben, so muss w = | 
genommen werden. 

V. Fernere Erweiterung eben derselben Metbode. 

§ 58. 

Wir werden nun den Fall setzen, dass die Mittagskreise 
Circul seyn sollen, welche sich in bey den Polen durchschneiden. 
Geschieht dieses so, dass die Durchschnittswinkel in den Polen 
ihre Grösse behalten, so ist dieses die stereographische Ent- 
werfungsart, nach welcher die meisten Planisphärien der Erd- 
kugel entworfen werden, und die daher schon längst bekannt 
ist. Die Parallelkreise erscheinen darauf ebenfalls circulär, 
[144] und durchschneiden die Mittagskreise unter rechten 
Winkeln, so dass das Verhältniss der Grade der Länge und 
der Breite durchaus beybehalten wird. 

§ 59. 

Dieses Umstandes werden wir uns nun so bedienen, dass 
wir setzen, die Mittagskreise sollen sich in den Polen unter 
solchen Winkeln schneiden, die in dem Verhältniss von 1 zu 
m grösser oder kleiner, als die wahren sind. Die Frage ist 
nun, die Parallelkreise dergestalt zu ziehen, dass die Ver- 
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hältnisse zwischen den Graden der Länge und Breite, und so 
auch alle Winkel ihre wahre Grösse behalten. 

§ 60. 

Hiebey bleiben nun die Parallelkreise vor wie nach cir- 
culär, und sie durchschneiden die die Mittagskreise vorstellen- 
den Circul vor wie nach unter rechten Winkeln. Auch werden 
sie eben so wie bey der stereographischen Entwerfung-s- 
art gezogen. Es bleibt also nur^ dass man fflr jeden Parallel- 
kreis denPunct bestimme, durch welchen er gezogen werden muss. 

§ 61. 

Es seyen demnach P, p die zween Pole, Pp ein Mittag's- 
kreis, welcher hier eine gerade Linie ist. Man theile JPp 

in A in zween gleiche 
Fig. 10. 

p- 

jsri 

' r 



D— Ä: 




i 



Theile, und ziehe durch 
A die Linie DAB senk- 
recht, so wird diese den 
Aequator vorstellen. Nnn 
sey B [145] der Mittel- 
punct eines Circulbogens 
P Mp , welcher einen 
von dem Mittagskreise 
PAp unendlich wenig entfernten Mittagskreis vorstelle. Der 
Unterschied der Länge sey = A, so muss der Winkel MPA=^mX 
seyn. Man setze -4P = 1, so ist MA = tang^w^ oder, 
weil X unendlich klein ist, 

MA = \mL 
Ferner ist AB=^ cotang m^, oder ebenfalls, weil X unend- 
lich klein ist, 

AB=-^. 
ml 

Man setze nun, für den Punct R sey die Aequatorshöhe €. 
Man mache 

AR = X, 
— Rr = dXy 

so ist 

MB = NB = -\^ + ^ml, 
mk 



^^ = l^^r+^* = ^ + ^"*'"'' 
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demnach 

NR = \ml (1 —xx). 
Nun soll 

NR : Rr = A sin € : £?€ 

seyn, damit die Grade der Länge zn den Graden [146] der 
Breite ihr wahres VerhältDlss behalten. Wir haben demnach 

— \mX (l — xx) : rfa; = A sin € : rffi, 
worans 

mde 2dx 



sin c 1 — XX 
X = cos (fj 



mde 2d(p 

sin e sin (jp 



folgt. Man setze 
so ist 

welches 

(tang ^s)^ = tang* ^(p 

giebt, woraus man, weil 

1 — tang* \ (p 

~ 1 + tang* j (p 

ist, den Werth 



X 



_ 1— (tang^g)^ _ _ 



1 + (tang ^ey" cotg^^* ^e + 1 

erhält. 

§ 62. 

Hiebey hat man nun wiederum die Wahl , den Werth 
von m nach Belieben zu bestimmen. Was sich aber am 
natürlichsten darbeut, ist, dass man 

m= \ 

setze. Denn bey m = verfällt man auf Mercator^^ [1^7] 
Zeichnung der Seecharten. Und bey m = 1 kömmt die längst 
bekannte stereographische Entwerfungsart heraus, wo nur 
die halbe Kugelfläche auf der mit dem Halbmesser AP be- 
schriebenen Circulfläche vorgestellt wird. Hingegen bey m = \ 
bringt man die ganze Kugelfläche darauf, weil die Mittags- 
kreise sich in den Polen unter halben Winkeln schneiden, 
und dadurch die 360 Grade der Länge auf 360 halbe oder 
180 ganze Grade herunter gesetzt werden. 

Ostwald's Klassiker. 54. 3 
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§ 63. 



Ich habe zu diesem Ende m = i^ gesetzt , 


und da fand 


sich für 






e = 90° 


X = 0,00 000 




80° 


0,04 383 




70° 


0,08 888 




60° 


0,13 648 




50° 


0,18 844 




40° 


0,24 746 




30° 


0,31 783 




20° 


0,40 856 




10° 


0,54 346. 





Dadurch Hessen sich nun die Parallelkreise von 10 zu 10 
Graden ziehen, wie sie in der Uten Figur vorgestellt sind. 

Fig. 11. 
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Sie durchschneiden alle Mittagskreise unter rechten Winkeln, 
und die Mittagskreise selbst laufen in beyden Polen unter 
solchen Winkeln zusammen, welche halb so gross als die 
wahren sind. Endlich haben aller Orten die Grade der Breite 
zu den Graden der [148] Länge ihr wahres Verhältniss, und 
alle Winkel behalten ihre wahre Grösse, die zween einzigen 
Puncto, so die Pole vorstellen, ausgenommen, well da die 
Winkel nur die Helfte ihrer Grösse haben. 

§ 64, 

Es ist noch anzumerken, dass es bey dem Integriren der 
Formel (§ 61) 

mde 2dq> 

sin € sin g) 

willkührlich bliebe, nach Belieben bey dem Integral 

^m log tang ^e =^log tang \g> + Oonst. 

die beständige Grösse zu bestimmen. Man bestimme sie z. E. 
überhaupt so, dass x = und damit (p = 90° werde, wenn 
e = E wird. Dieses wird die allgemeinere Formel 

9 

x = l — 



(tangier- (cotgier+ 1 

geben. Und man erhält dadurch, dass die gerade Linie, 
welche in der lOten Figur den Aequator vorstellt, einen be- 
liebigen Parallelkreis vorstelle. Dessen ohnerachtet wird man 
für den Pol, wo e = ist, 

x = + 1 

und für den Pol, wo e — 180° ist, 

x = —l 

[149] und damit die beyden Pole von dem Mittelpunct gleich 
weit entfernt erhalten. Die Folge davon ist aber nur, dass 
die Grade der Breite auf beyden Seiten des Aeqnators ein- 
ander unähnlich werden, und die Zeichnung weniger regulär 
ist, als wo man jS s= 90° und damit ia,ng^E= 1 setzt, 
wie es in der Figur geschehen, die etwas ungleich unbe- 
dingteres hat. 

3* 
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VI. Allgemeinster Vortrag eben derselben Methode. 

§ 65. 

Wenn es die Frage ist, die Engelfläche ttberhanpt so zu 
entwerfen, dass die Mittagskreise von den Parallelkreisen 
durchaus unter rechten Winkeln durchschnitten werden, die 
Grade der Breite zu den Graden der Länge aller Orten ihr 
wahres Yerhältniss, und damit auch alle Winkel ihre Grösse 
behalten, so machen die bisher betrachteten Fälle nur einen 
geringen Theil von allen möglichen hieher gehörigen Fällen 
aus, da diese Kreise nicht blos durch gerade Linien und 
Circulbögen, sondern durch unzählige Arten von krummen 
Linien mit Beybehaltung ersterwähnter Bedingnisse vorgestellt 
werden können. Die Aufgabe, in dieser völligen Allgemein- 
heit vorgetragen, ist, wo nicht schwerer, doch wenigstens auch 
nicht leichter, als die von den Traiectoriis reciprocis, und mit 
derselben in [150] einer sehr engen Verbindung, weil unter 
diesen Traiectoriis auch wirklich mehrere Arten vorkommen, 
die der hier aufzulösenden Aufgabe Genüge leisten. 

§ 66. 

Eine allgemeine Auflösung dieser Aufgabe, dafem man 
nicht bey Differentialformeln und Quadraturen oder allge- 
meinen Benennungen von Functionen stehen bleiben^ will, 
scheint nicht wol zu erwarten zu seyn, da sichs leicht voraus- 
sehen' lässt, dass sie sich auf unzählige und mit einander kaum 
etwas gemein habende krumme Linien ausdehnen muss. Ich 
habe mich da,her sogleich, da ich die zu Grunde liegenden 
Differentialformeln gefunden, zu den unendlichen Reihen ge- 
wendet, und würde es gethan haben, wenn auch zu völliger 
und allgemeiner Integrlrung der Differentialformeln mehr An- 
schein da gewesen wäre. Denn so oft man aus Ermangelung 
einer gerade zum Ziel führenden Methode die Integrale erst 
durch blindhin anzustellende Versuche finden muss, da rechne 
ich die unendlichen Reihen mit unter solche Versuche. Es 
ist klar, dass diese sich summiren lassen, so oft das Diffe- 
rential wirklich integrirt werden kann, und es sind mir schon 
öfters Fälle vorgekommen, wo die Summe der Reihe leichter 
als das Integral aus der Differentialformel gefunden werden 
konnte, und sodann die Spur anzeigte^ wie es hätte gefunden 
werden können, wenn man die Methode voraus gewusst hätte. 
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[151] 



§ 67. 



v^ 




£ 

c 



xjo a 



Es stelle demnach in der 12ten Figur CA die Abscissen- 
linle, CE eine senkrechte Linie, so mit den Ordinaten parallel 
läuft, EM einen Parallelkreis für die Polhöhe p, und LM 
einen Mittagskreis für die Länge l vor. 
Man ziehe die Ordinate nMQ, und setze Fig. 12. 

CQ=x, 
QM=y, 

Femer sey auf dem Mittagskreise m ein 
Punct für die Polhöhe p + dp, und auf 
dem Parallelkreise sey f^ ein Punct für 
die Länge X + dX. Man ziehe nm, vM 
mit AC, und f,iv mit CE parallel, so 
fordert die Bedingung der Aufgabe, dass 
der Winkel fiMm = 90° = vMn, dem- 
nach die in v, n rechtwinklichten Triangel rMf,ij nMm ein- 
ander ähnlich seyn, und überdies sich juiJf zu Mm wie die 
Grade der Länge zu den Graden der Breite verhalten , dem- 
nach 

\iM\ Mm = cos j!?c?^ : dp 

sey: wofür sich aber wegen der Aehnlichkeit der Triangel 
die beyden Analogien 

vM : Mn = cos pdX : dp, 
vn : mn = cospdl : dp 

setzen lassen, welche beyde Bedingungen in sich schlieasen. 

§ 68. 

Nun ist sowohl x als y eine Function von p und X zu- 
gleich. Wenn man demnach so wohl x [152] als y diflfe- 
rentiirt, so hat jedes Differential einen mit dp und einen mit 
dX multiplicirten Theil, und wir können überhaupt 

dy = Mdp + mdX, 
dx = Ndp -\- ndX 

setzen, und damit M, m, N, n als Functionen von p und X 
ansehen. Nun ist für einen und denselben Mittagskreis LM die 
Länge X beständig, demnach dX = 0. Dieses giebt in der Figur 
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4- dy' = Mn = Mdp^ 
— dx' = — mn = Ndp, 

Hinwiederum ist für einen und denselben Parallelkreis EM 
die Breite p beständig, und damit dp = 0. Dieses giebt 

-|- dy" = fiv = mdXy 
+ dx" = vM= ndly 
so dass also die ganzen Differentiale 

dy = dy' + ^y" = Mn + iiv^ 
rfic = — dx + dx" = — m» + Mv 
sind. 

§ 69. 

Setzt man nun diese Wertbe in die vorigen beyden Ana- 
logien, so erhält man 

+ ndl : + Mdp = üo% pdl : dp^ 
+ mdl : — Ndp = cospdl : dp. 
Und hieraus 

+ 3f cos j» = «, 

— N aoA p = m. 

[153] § 70. 

Durch diese zwo Gleichungen lassen sich nun in den 
Differentialformeln (§ 68) 

dy = Mdp + mdXy 
dx = Ndp + ^dl 

von den vier Functionen M, m, N, n zwo wegschaffen, und 
man erhält, wenn man z. E. ikf und m wegschafft, 

dy = — — — iVcos pdL 
•^ cos^ ^ ' 

wo demnach y durch die von x herrührenden Functionen », 
N ausgedrückt, und damit eine Function von x wird. 

§ 71. 
So z. E. bey Mercator's Entwerfung ist 
X = k, 
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demnach 

dx = dX. 



Dieses macht 


N=0, 


demnaeli 


n=l, 
dy=. ^P , 

^ COS p * 



y = log tang (45^ + \p). 

[154] § 72. 

Eben so ist bey der stereographischen Entwerfnng, 
wo C der Mittelpunct, CA der Aequator ist, 

sin l cos p 

1 + cos A cos ^ ' 
demnach 

, (cos X + cos p) cos pdX — sin p sin Xdp 

(1 + cos A cosj»)* 
Dieses macht 

--. sin j) sin X 

(1 + cos X cosj»)* ' 

(coB X + cos p) cos jp 

(1 + cos ^ cos^)* ' 
demnach 

, (cos X + cos j?) c?jp + sin p cos jp sin XdX 

^ (1 + cos A cos/?)* 

sin j!> 

^ 1 + cos ^ cos/> ' 

§ 73. 

Auf diese Art kann Xy durch A, /? bestimmt, willktthrlich 
angenommen, und die dazu gehörende Differentialgleichung für 
y gefunden werden. Und da man gleichergestalt 

dx ^= dp + Jkf cos pdX 

cos/> ^ ^ 

[155] findet, so hat man auch die Wahl, eine Gleichung für 
y anzunehmen, und daraus die Differentialgleichung für x zu 
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finden. Es kann aber allzuleicht geschehen, dass eine solche 
Gleichung nichts vorstellt, weil sie so beschaffen seyn muss^ 

dass, wenn man in nur X , und in M cos p nur p 

als veränderlich ansieht, diese beyden Ausdrücke durch das 
Differentiiren einerley Werthe geben, wenn ersterer durch dk, 
letzterer durch dp getheilt wird. Eben dieses gilt auch von 
der ersten Gleichung (§70) 

dy = — — - — N cos pdX, 
^ co&p 

Man kann übrigens auch aus den Differentialformeln 

dy = Mdp + mdlj 
dx = Ndp + ndl 

vermittelst der Gleichungen 

+ -M^ cos j3 = w, 
— iV cos ^ = m 

M und N wegschaffen, und da erhält man 

dy = — ^ + mdlj 
^ cosj» 

dx = — + ndl. 

cosj» 

Diese Gleichungen haben nun den Vortheil, dass nur das eine 
Glied mit dp und cos/? behaftet ist. [156] Das hat auch 
den Herrn de la Orange, dem ich die Aufgabe mitgetheilt, 
bewogen, darüber noch fernere Untersuchungen anzustellen. 
Derselbe machte zu diesem Ende 



cosp 
welches 

|u = logtang (45°+ I;?) 

giebt, und daraus folgte 

rfy = -f- ndfi + mdlf 

dx = — md^ 4" ^dly 
demnach 



dy V— 1 =^ + nd^i V— 1 + mV— 1 rfA, 
dx = + 771 V— 1 dfj, V— T -i-ndl; 
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ferner hieraus 

dx + dy y"^^ = [m Y^\ + n] • [d^ V^H^ + dl), 
dx — dy y^^ = [m V=^ — n) • [d^i y'=T — dl). 

Dieses zeigt nun überhaupt an, dass m V — 1 + n eine Func- 
tion von |U y — 1 + A, und hinwiederum m y — 1 — n eine 
Function von [i V — 1 — l seyn müsse. (Man sehe z. E. 
Bougainville, Calcul Integral, P. 11, Chap. 16, ProbL 2). 
Damit aber ist auch 



^ + y y — 1 eine Function von |U y — 1 + A 
und 

^ — y y — 1 eine Function von jU V — 1 — l. 

Die Anwendung hievon auf besondere Fälle geht mit sehr un- 
gleichem Erfolge von statten. Bey einigen der einfachsten Ent- 
werfnngsarten hat sie [157] keine Schwierigkeit. Bey andern 
aber thut man eben so wohl,- wenn man gleich anfangs unend- 
liche Reihen zu Hülfe nimmt. Uebrigens kann man noch ferner 



setzen. 



^ = tang ü, 

y = /9 sin ü, 
a; = /? cos Vj 

Damit erhält man 



j = tang w, 

iu = of sin w, 
l = a cos w 



a; + y y_i = ße+^V^\ fxy^l_ + l = ae-^^V^i, 
x — y y— 1 :=z ße-^y^^^ I fiV^i — l = — ae-'^y^] 
demnach, wenn man die Function durch g) anzeigt; 

ße-^y^^ = 9> (— cce-^y^^). 
Hieraus folgt nun, dass man z. E. 

ße'^^y^ = A + B a^e^''y~ + CaU^^y-^ + etc., 
ße-^y^^ = A + Ba^e-'^^y^^ + Ca*c-4«^>^i -}- etc. 
setzen kann; wodurch nach bekannten Formeln 
a: = /? cos iJ = -4 + £a* cos 2z(; + Ca* cos 4««? + etc., 
y = ^ sin t? = Ba} sin 2w -}- Ca*^ sin ^w + etc. 

gefunden wird. Und da ist nun 
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^. = Arctang(^-g^--^^f + *^)). 

§ 74. 

Da man auf diese Art dennoch auch auf [158] unendliche 
Reihen verfällt, so werde ich unmittelbar zu den zwo Diffe- 
rentialgleichungen 

dy = Mdp + mdX, 
dx = Ndp + ndX 

(§ 70) zurücke kehren. Der Umstand, dass hier 

+ 3/ cos /? = w, 

— iV cos jt? = m 

seyn, (§ 69) und demnach sowohl iJf als iV mit cosj» multi- 
plicirt werden muss, leitet uns auf die schicklichste Form, 
die wir denen für y und x anzunehmenden unendlichen Reihen 
geben können. Wir setzen nemlich 

y = A + Bl + CA« + etc. 

+ A' sin p + jB' i sin /? + C" A* sin p + etc. 
+ JÜ' sin 2p + B" l sin 2p + C" A* sin 2p + etc. 
+ J:" sin 3jo + B"' X sin Zp + C" A« sin 3^ + etc. 
4- etc. 
und 

a; = a + 5A + ci} + etc. 

+ a' coüp -h Ä' Acosj» + c' A*cosj9 + etc. 
+ a" cos 2j3 + i" Acos 2^ + c" A* cos 2/? + etc. 
+ a'" cos 3j» + i"' A cos 3;? + c"' i} cos 3j» + etc. 
+ etc. 

§ 75. 

Wird nun y sowohl als x differentiirt, so findet man 3f, 
m, Nj rij und damit können die Gleichungen 

[159] + M cos p = n, 

— N cosp = m 

ausführlich vorgestellt werden. In Ansehung der erstem ist 
nach angestellter Rechnung und gehöriger Reduction 
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Jf cos^ 

= iA' + ^B'k + etc. 

4- i (2 A") coap +i (2 B") Xeoap + etc. 

+ 1{A' + %Ä") cos 1f + \{B' + %B"') l cos 2p -|- etc. 

+ I (2^" + 4^"") cos 3i> + i(25"4- 4^'")Aco8 3^ + etc. 

+ 4(3-4'" + SjI'') cos 4/> + |(3jB"' + 5jB^)Acos4/> + etc. 
etc. 

und 

«= i +2cA +3rfA* +ete. 

+ J' C08J> + 2c' Acos/) +3«?' A*C08^ 
+ b" cos 2i) + 2c" X cos 2p + Zd" A»cos 2^ 
+ *'" cos Zp + 2c'" A cos Zp + Sd"' A» cos 3^ 

§ 76. 

Hier können nnn die Coefficienten Glied für Glied mit 
einander verglichen werden; nnd so findet man 



b =\a: 

b' =\(2A"] 
b" =i{A' + ZA'") 
h'"=^(2A"+iA"") 
i""=i(3^"' + 5^'') 
etc. 



c ={B' 

c' =}(25") 
c"=^(^'+3fi"') 
c"' = {{2B"+iB"") 
c""=|(35"' + 5jB'') 
etc. 



d =^C 

d' =i(2C"j 
d" =^{C' + ZC"'] 
rf"' = 1(2(7" +4(7"") 
(?""=|(3(7"'+5(7T 
etc. 



[160] § 77. 

Auf eine ganz ähnliche Art findet man vermittelst der 
Gleichung — Ncosp = m die Werthe 



B =0 


(7 =0 


2) =0 


B' =i(2a") 
£"=4(a' + 3a"') 
£"' = ^(2a" + 4o'"') 
5""=i(3a"' + 5a'') 
etc. 


C =\{2b") 
C"=|(J' + 3*") 
C""=^(2J" + 4J"") 
(7""=|(3J"'+5J'') 
etc. 


D' =i(2c") 
D"=Uc' + 3c"') 
Z)"' = i(2c" + 4c"") 
Z)""=J(3c"' + 5c'') 
etc. 



§ 78. 

Das Gesetz des Fortganges in diesen Ausdrücken ist 
sehr einfach. Man findet auch leicht, dass sie von einander 
wechselsweise abhängen, und zwar 



Digitized 



by Google 



44 



J. H. Lambert. 



die l von den, A^ 

die c von den jB, demnach von den 0, 
die d von den (7, demnach von den -4, 
etc. 

die B von den a, 

die C von den b, demnach von den A, 
die D von den c, demnach von den a, 
etc. 

und so hängen alle übrigen Coefficienten von den 0, ^ ab. 



[161] § 79. 

Man findet demnach 

b' =|(* + 2^") 
i"=^(^'+3^"') 

J""=i(3^"'+5^'') 
etc. 

Und Überhaupt 

J*= ^P - 1) ^»-1+ (* + 1) -4'+^], 

Ferner 



£ =0 

5' =|(» + 2a") 

5'" = ^ (2 a" +4«"") 

JS""=^(3a"'+5a'') 

etc. 



=2^(* • +2a") 

c'=2^(« + 2a'+6o"') 

c"=2^(* + 8a" + 12a""J 

c"'=-i-( 2a' +18a"' + 20a'') 
2-4 

c""= —, { 6a" +32a""+30a''') 
2-4 

c'' = ^(12a"' + 50a'' +420"") 
2 • 4 



2-4 



{20a""+72a''' + 56an 
etc. 



C =0 



C7" = -^(* + 8^" + 12^"") 

C""=-^( 2Ä +18^"' + 20^'') 

C""=-i-( 6^"+32^""+30^") 

C" = -!- (12.4'" + 50^" +42^"') 
2.4 

C"= ^ (20u4""+ 72^'''+564''"'J 
2-4 

etc. 
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[162] Und überhaupt 

__}_m—l)-{& — 2) o»-2 + 2kka''l 
~2-4L +(A+ l)-(A4-2)a*+2j' 

C* = { p — I) J'-i + (A + 1) J*+»]' 



— r 

24 L 



Ferner 



1 



2.4-6 ^ 
2.4.6 ^ 



d" =— — (* 
. 2.4. 6 ^ 



'^"'=2^(- 



« + 2^' + 6A'") 

, + 16^" 4- 24^"") 

+ 8A' + 60^'"+ 60^-) 

+ 40 A" + 152^""+ 120 A"") 



(/" =— i— (24^" + 2484""+ 5524"+ 3364""] 

etc. 

Eben so auch die D', D" etc. durch die a , a", a'" etc. 
[163] Und überhaupt 

D*=^ [{k — 1) c*-» + (^ + I) c*+»] 

[k— i).(Ä_2).(Ä — 3).a*-3 

+ (/?;— 1).(3^* — 3A + 2)a*-i 
+ (A+ l)-(3/!;* + 3Ä + 2)a*+i 
+ (A+ l).(y5; + 2).(/5:+3).a*+3, 

Femer 



2-4-6 
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1 



e = 



e = 



2.4.6.8 

1 

2T4.T.8 

1 
2. 4. 6.8 

1^_ 

2.4.6.8 

1 
24. 6. 8 



J. H. Lambert 

16a" + 24a'''' ) 

+ 16a' + 120a'" + 120a^ ) 

+ 136a" + 480a""+ 3600^^^ ) 



(*+ 40a'+ 576a"' + 1360a'' + 840 a'^^' ) 

(* + 240a"+ 1696a""+ 3120a''^+ 1680a''''^) 
etc. 
Eben so auch die E\ E" etc., durch die A', A", Ä" etc. 
[164] Und überhaupt 

c*= I [[k — 1) 2>*-i + (Ä + 1) 2>*+i] 

(A _ 1) . (A _ 2) . (A — 3) . (A — 4) a»-4 



l 



2.4.6. 8 



+ [k— l).(^_2).(4^'— 8^4- 8)a*-2 
+ (Ä.Ä.(6A'+ 10)a* 
+ (* + 1) . (* + 2) . (4Ä« + 8Ä + 8) a*+2 
+ (Ä + 1) • (Ä + 2) . (A 4- 3). (A + 4).a*+* 

Auf diese Art können die folgenden Coefficienten ebenfalls 
bestimmet werden. Ich werde es aber bey dieser allgemeinen 
Anzeige bewenden lassen, da es, überhaupt betrachtet, genug 
ist, gezeigt zu haben, dass die Rechnung auch bey den ver- 
wickeltetsten Reihen von statten geht. In besondern Fällen 
giebt es merklich Abkürzungen^ wie wir es sogleich sehen 
werden. 

VII. Anwendung der Methode auf einen hesondern Fall. 

§ 80. 

Es giebt mehrere Landcharten, selbst auch von ganzen 
Welttheilen, wo ihre Verfertiger, veimuthlich Kürze halber, 
sich folgender Verzeichnungsart bedienet haben. Man zieht 
mitten durch die Charte herunter eine gerade Linie, und 
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theilt sie in so viele gleiche Theile, als der Mittagskreis, den 
sie vorstellt, Grade der Breite haben soll. Dnrch jeden Grad 
werden senkrechte [165] Linien gezogen, nnd diese stellen 
die Parallelkreise des Aequators vor. Sie werden ebenfalls 
in gleiche Theile getheilt, welche die Grade der Länge vor- 
stellen sollen. Da aber die Grade der Länge .desto kleiner 
sind, je näher der Parallelkreis bey dem Pol ist, und zwar 
im Verhältniss des Sinus des Abstandes vom Pole : so werden 
auch auf diesen Linien die Grade in eben dem Verhältniss 
kleiner gemacht. Dadurch lassen sich dann die übrigen 
Mittagskreise ziehen. Es sind krumme Linien, die nur den 
Aequator unter rechten Winkeln, alle Parallelkreise aber 
unter schiefen Winkeln durchschneiden, und daher auch den 
Ländern eine mehr oder minder schief gestreckte Lage geben. 
Die Linien selbst sind die von Leibnitz so genannten Sinus- 
linien, und sie sind nur darinn von einander verschieden, 
dass die Ordinaten bey jeder in beständigem Verhältniss grösser 
oder kleiner sind. 

§ 81. 
Von dieser Entwerfungsart werden wir hier die zwo Be- 
dingungen beybehalten, dass erstlich der mittlere Mittags- 
kreis geradlinicht, und in gleich grosse Grade getheilt sey, 
sodann, dass der Aequator ebenfalls geradlinicht sey, und den 
Mittagskreis senkrecht durchschneide. Zu diesen Bedingungen 
fügen wir aber noch die, dass alle Parallelkreise alle Mittags- 
kreise unter rechten Winkeln schneiden, und die Grade der 
Länge zu den Graden der Breite durchaus ihr wahres [166] 
Verhältniss behalten sollen. Diese zwo letzteren Bedingungen 
machen, dass die Aufgabe unter der vorhin (§65 folgg.) an- 
geführten viel allgemeineren enthalten ist. Hingegen dienen 
die zwo erstem Bedingungen, die Form der unendlichen 
Reihen zu bestimmen, die wir zum Behuf der Auflösung an- 
nehmen müssen. Da ich bey dieser Aufgabe eigentlich anfieng, 
so nahm ich für y und x solche Reihen an, die nach den 
Dignitäten von p und X fortgiengen. In der Figur 12 (S, 37) 
stellt nun CA den Aequator, CB den mittlem Mittagskreis vor. 
CE ist =jö, und C L eine Function von k. In E müssen 
rechte Winkel, und jeder Parallelkreis auf beyden Seiten von 
CB ähnlich seyn. Dieses machte, dass y durch lauter gerade 
Dignitäten von A, und durch lauter ungerade Dignitäten von 
Pf hingegen x durch ungerade Dignitäten von X und durch 
gerade Dignitäten von p ausgedrückt werden musste, und 
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zwar so, dass, wenn p = 0, auch y = 0, und x nur eine 
Function voÄ l würde; und hinwiederum, dass, wenn >L = 0, 
alsdann y = p und x = seyn musste. 

[167] § 82. 

Die Rechnung, die ich hierüber anstellte, gab 
y=p 

+ i^V-i- Y.2.3 ^^V+y • 1727^4-:^— 2 ' 1>2.3.4.5.6. T "^ ^'^■ 
+ Ä^V — A^*i^' + tV^V' — etc. 
+ ^^\^^'P - t^öVtf^^';>' + etc. 
+ -i^W^'P — ete- 
+ etc., 

^ = X-iA;>'+^V-^-Ai.* + etc. 

+ 1^' - A^V + j'h^'p' - ^'MY + etc. 
+ ^V^' - ^iV^V + mh^Y - etc. 
+ 4lTr^'~^\%^V + etc. 

+ lUh^' - etc. 
+ etc. 

[168] § 83. 

Da ich aber diese Reihen summirte^ so fand sich, wie- 
wohl anfangs nur durch Induction, 

y=p 

4- ^^* sin 2p 

4 sin 2^ + 3 sin Ap .^ 
■^ 4^lT3 ^ 

34 sin 2p + 60 sin Ap + 30 sin ßp .^ 
"^ 4^8 T2. 13 5 

496 sin 2p + 1512 sin Ap + 1680 sin 6/? + 630 sin Sp .^ 
"• T'S* i2'-l6~l" 3 .V. 7 

110568in2^4-50880sin4;?4-932408m6;? + 75 600sin8;?+2268Q8inlOj> .^^ 
■+■ " 4. 8. 12. 16. 20. I.3. 5.7. 9 

+ etc., 
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[169] and 

== cos p ' l 

cos p + cos 3;» 2 3 

4 cosjp + 10 cos 3;? + 6 cos 5;> .^ 
^ 4.8. 1.3.5 

34 cos;> + 154 cos 3p + 210 cos 5;>4- 90 cos 7;? _ 
"^ 4.8.12.1.3.5.7 

496cos/?+3520co83j9 + 8064cos5^+7560cos7;?+2520cos9;? 
"^ 4. 8. 12. 16. 1.3. 5. 7. 9 

+ etc. 

[170] Ich nahm aber daranf Reihen von dieser Form mit 
unbestimmten Coefficienten an, und fand damit, dass die In- 
dnction ganz richtig war. 

§ 84. 

Dabey Hess ich es aber nicht bewenden, sondern be- 
merkte, dass sich diese Werthe von y und x herunterwerts 
snmmiren liessen, und es fand sich 

y=i» + sin2j3tang*|A-f ^sin4jt?tang*|A4-|sin6j»tang*^^ 

+ ^ sin 8 p tang *| A 4- etc. , 
a: = 2 cosjt? tang| A 4- 1 cos 3/? tang ' ^ >L + f cos 5^ tang "^ i A + etc. 

§ 85. 

Endlich Hessen sich auch diese Reihen noch summiren, 
und es fand sich 

, . , sin 2jo tang*4 A 
y = p + Are tang ^— ^ 



1 — cos 2p tang*4^A' 

_ i j / l 4- 2 tang ^ A cos p + tang*|^ \ 
* ^\l — 2 tang^Acos j^ + tang«^A/ 



oder, wenn man jo = 90° — e setzt, 

Ostwald's Klassiker. 54. 
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y = 90° — e + Are cotg (cotg 2« + cotg*^i cosec 26), 

. / 1 + sin A • sin €\ _;_ . / cosec e + sin X \ 

2 6^1 — sin A • sin e/ * ® \cosec e — sin i; ' 

oder noch kürzer 

cot y = cos i tang e. 

§ 86. 

Hieraus fand sich nun hinwiederum 

, ^^, , QO^k ' dp -{-^In pco^p Bin l'dl 

[171J e/y - i_cos*i>sinU ' 

, cos/) cos l'dk — sin A sin p • dp 

1 — cos*/) sin* A ' 

demnach 

, , -. cos X , sin o cos p sin l 

1 — COS*/) sin A 1 — cos /) sin*A 



^y sin ö sin l 



1 — cos*/) sin*A 



cos ^ cos p 
1 — COS*/) 8in*A' 



wo man leicht sieht, dasa diese Ausdrücke den beyden zn 
Grunde liegenden Gleichungen (§ 69] 

+ Jkf cos/) = n, 
— N coBp = m 

Genüge leisten, und damit die bey Summirung gebrauchte 
Induction ebenfalls bewähren. 



§ 87. 

Aus der Formel 

(1 + sin e sin l\ 



. / l + a^P « Bin ^\ 

— i^^ \r=rsiTiin 1/ 



erhellet, dass x eben so von e, wie von k abhängt, so dass 
man z. E. für c = 40°, A = 60° eben den Werth von x 
erhält, den man für e = 60°, l = 40° findet. 
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§ 88. 
Setzt man nun e = 90°, oder p= 0, so ist 

[172] a: = i log ([^^) = log tang (45° + ^ A). 

Demnach nehmen die Grade des Aequators, von C an ge- 
rechnet (s. Fig. 12 8. 37), eben so zu, wie die Grade der 
Breite bey Mercators Seecharten. In der That läuft auch, 
wie wir im folgenden sehen werden, die ganze Zeichnungsart 
mit Mercators seiner auf eines hinaus. 

§ 89. 

Setzt man A = 90°, so wird 

und 

y = 90°. 

Demnach wird der Mittagskreis, welcher um 90° von CB 
entfernt ist (Fig. 12 S. 37), mit dem Aequator parallel, und 
die Grade der Aequatorshöhe nehmen, vom Pol aus gerechnet, 
auf demselben eben so zu, wie die Grade der Länge auf dem 
Aequator, von C aus gerechnet, oder wie die Grade der Breite 
bey Mercators Seecharten. Die Folge hieraus ist, dass, da die 
Parallelkreise alle Mittagskreise unter rechten Winkeln schneiden, 
sie sich von E nach M aufwerts ziehen, und bey dem 9 Osten 
Grad der Länge in D mit CB parallel werden. Oberhalb D 
haben sie wiederum eben die Krümmung. Und da DB > BE 
ist, so sind es reguläre Ovallinien, die desto oblonger werden, 
je weiter sie vom Pol weg sind. 

[178] § 90. 

Man findet ferner (s. Fig. 12 S. 37) für jeden Parallel- 
kreis den Halbmesser des Krümmungskreises 

in £ = tang «, 
in D = sin e 

und für jeden Mittagskreis BML den Halbmesser des 
Krümmungskreises 

in i = cosec A. 

4* 
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Endlich haben die Mittagskreise in B einen Wendnngspnnct. 
Ihr Halbmesser der Krümmung ist daselbst unendlich, und 
dieses macht, dass sie den Pol in einer sehr geraden Rich- 
tung durchschneiden. Ueberhaupt sind sie von den vorhin 
(§ 80) erwähnten Sinuslinien desto weniger verschieden, je 
kleiner k ist. 



§ 91. 

Ich habe übrigens die Werthe von x und y für je 10 Gr. 
von e und X in beyliegender Tafel (s. S. 52) berechnet vorge- 
stellt, und nach derselben in der 13ten Figur Amerika ent- 
worfen. Die Zeichnung föllt desto natürlicher aus, da auf 
dem Mittagskreise von 
300 6r. Länge die 
Grade der Breite 
gleiche Grösse haben, 
und selbst auch die 
Grade der Länge 
nicht sehr ungleich 
sind. Sie würden es 
aber geworden seyn, 
wenn die Charte auf 
beyden Seiten noch 
mehrere Grade der 
Länge hätte fassen 
sollen. So aber Hess 
sich Amerika schick- 
lich zwischen 80 Gr. 
Länge, auf dem Ae- 
quator gerechnet, ein- 
schliessen. Europa 
und Afrika [174] 
fallen bey dieser Zeich- 
nungsart ebenfalls und 
noch um desto besser 
aus, da noch weniger 
Grade der Länge dazu 

erfordert werden. Endlich nimmt sich auch Asien gut aus, 
wenn man den 9 Osten Grad der Länge als'^den mittlem an- 
nimmt, und vom Aequator nicht mehrere^ Grade beybehält, 
als die vom 50sten bis zum 135sten gehen. 
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§ 92. 



Diese Entwerfungsart kömmt übrigens mit Mercators 
seiner ganz überein. Der Unterschied ist nur, dass bei Mer- 
cator BC (Fig. 12 S. 37) der Aequator, DB, EM, O^ 
Mittagskreise sind. Wir haben vorhin (§ 85) 

1 + sin X sin e\ 



/ 1 + sin A sin € \ 
= ^ l»g(T^ sin ;i sine) 



gefunden. Da nun überhaupt 



vorstellt, so ist 



6 den Bogen BM, 
l den Winkel MBR 

sin X sin 6 = sin gp , 



und demnach ist (jp der Bogen des aus M auf den Mittags- 
kreis BC senkrecht gezogenen grössten Circuls der Sphäre. 
Setzen wir diesen Werth, so ist 

Demnach stellt MB nach Mercators Zeichnungsart den 
Bogen (jp wirklich vor. 

[175] 

VIII. Reguläre Entwerfungen der Erdfläche. 

§ 93. 

Unter den vielerley Entwerfungsarten der Eugelfläche 
haben diejenigen eine vorzüglichere Regelmässigkeit, wo die 
Mittagskreise durch gerade Linien vorgestellt werden, die 
einander in dem Pol unter ihren wahren Winkeln durch- 
schneiden, und die vom Pol aus sämtlich auf einerley Art in 
Grade getheilt werden, so dass der Aequator und dessen 
Parallelkreise Circul sind, die ihren gemeinschaftlichen Mittel- 
punct im Pol haben. Eine solche Entwerfungsart stellt die 
3te Figur (8. 14) vor. Sie hat nur das besonders, dass die 
Halbmesser der Parallelkreise, wie die Tangenten der Helfte 



Digitized 



by Google 



Anmerkg. u. Zusätze z. Entwerf. d. Land- u. Himmelschart. 55 

ihrer Entfernung vom Pole, zunehmen. Man sieht aber leicht, 
dass sie nach einem andern beliebigen Gesetze zunehmen 
können, ohne dass der Regularität ftbrigens etwas benommen 
wird. 

§ 94. 

Es ist eben so ganz gleichgültig, ob der Mittelpunct p 
den Pol, oder einen jeden andern Punct der Erdfläche vor- 
stelle. Denn auf der Kngelfläche kann jeder Punct als ein 
Pol angesehen werden. Stellt aber p nicht den Pol vor, so 
erhalten alle Linien andere Namen. Die Mittagskreise werden 
sodann Verticalcircul , der Aequator wird der Horizont und 
die Parallelkreise [176] des Aequators werden Almncantharat 
oder HOhenkreise, endlich werden die Grade des Aequators 
Azimuthalbdgen oder Grade der Weltgegenden. Dieses folgt 
unmittelbar aus der Erklärung der Wörter. Man kann sich 
die Sache auch folgendermassen vorstellen. Es sey z. E. (Fig 3 
S. 14] der Punct p Berlin, p A dessen Mittagskreis, so zeigen 
die Winkel apA^ bpA, ypA an, wie viele Grade die Oerter 
a, c, i, y vom Mittagskreise ost- oder westwerts liegen, und 
ap^ cp, bp, yp, in Graden genommen, geben den Abstand 
dieser Oerter von Berlin in Graden. Nimmt man demnach 
statt solcher willkührlichen Oerter die Durchschnittspuncte aller 
Mittagskreise und Breitenkreise, so können die Winkel apA, 
bpA etc. und die Grade ap, bp etc. durch bekannte trigo- 
nometrische Rechnungen gefunden, und daher auch die Mittags- 
kreise und Breitenkreise so gezogen werden, dass die Regu- 
larität der Entwerfnng durchaus beybehalten werde. 

§ 95. / 

Nun nimmt man bey Entwerfnng der Halbkugeln der 
Erde gewöhnlich den 90sten und 270sten Grad der Länge 
auf dem Aequator zum Mittelpunct p an, und damit fallen 
die beyden Pole in B und -4, und DpE wird der Aequator. 
Dieses macht sodann, dass die Mittags- und Breitenkreise in 
den vier Vierteln 2>/? 5, EpB, EpA^ Z)/?^ auf eine durch- 
aus ähnliche Art gezeichnet werden. 

[177] § 96. 

Es sey z. E. in der I4ten Figur (S. 56)^CjBder Aequator, 
P, p die Pole , M der Durchschnittspunct des Mittagskreises 
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Fig. 14. 



PMLp und des Breitenkreises MB. Da nun die Ent- 
werfungsart so beschaffen seyn soll, dass alle durch den 
Mittelpunct C gehenden geraden Linien 
grösste Circul der Sphäre vorstellen, 
und auf einerley Art in Grade einge- 
theilt seyn sollen, so ist CM ein 
Bogen eines solchen grössten Circuls, 
welcher in Graden den Abstand des 
Puncts M von C vorstellt, und der 
Winkel A CM bestimmt die Lage des 
Puncts M in Absicht auf die Lage des 
Aequators. 




§ 97. 
Man setze nun 

den Unterschied der Länge CL = X , 
die Breite i3f oder CB=p^ 
den Winkel A CM = cu, 

den Abstand CM = k, 



so ist 



cos k = cos A cos Pj 
tang 0) = tang p : sin A. 



Nach diesen Formeln sind beyliegende 2 Tafeln (8. 57, 58) 
berechnet, welche p und cd für alle Bogen jp, X von 5 zu 5 
Graden vorstellen. Der Gebrauch ist folgender. 

§ 98. 

Man theile den Circul ^P£^ in Grade. Sodann [178] 
nehme man ein beliebiges Gesetz an, nach welchem die darch 
C gehenden geraden Linien (welche, wie gesagt, grösste Circul 
vorstellen) in Grade getheilt werden sollen. Diese Einthei- 
lung nehme man auf einer Regel, welche sich um C herum- 
drehen lässt, wirklich vor, so dass die Grade von C aus ge- 
zählt werden. Ist dieses geschehen , so wird die Regel so 
gedreht, dass für jeden Werth von p und k der Bogen 
AN= CO werde. Den entsprechenden Werth von k sucht 
man anf der Eintheilnng CN, nnd zeichnet dadurch den 
Punct Mj welcher der verlangte Durchschnittspunct für X 



Digitized 



by Google 



Anmerkg. u. Zusätze z. Entwerf. d. Land- u. Himmelschart. 57 















^ 
^ 



Digitized 



by Google 



5S J* H. Lambert. 



TS 

C5 



tS9 



53 



Digitized 



by Google 



Anmerkg. u. Zusätze z. Entwerf. d. Land- u. Himmelschart. 59 



und p seyn wird. Z. E. für A = 50°, /) = 30° findet sich 
in der Tafel 

fti = 37°0', 

k = 56° 10', 
und damit wird 

AN= 37° 0' 

und für den Punct M auf CN 56° 10' genommen. 

§ 99. 

Es kömmt demnach nur darauf an, nach welchem Ge- 
setze die Grade auf CN aufgetragen werden. Macht man 
z. E. 

CM= sin Ä, 

so dass alle Grade da geschrieben werden, wo ihre Sinus, 
von C gegen iV aufgetragen, hinfallen, so erhält man die ortho- 
graphische Entwerfung. [179] Man erhält die stereo- 
graphischCy wenn man 

C3f= tang^A 

macht. Macht man hingegen 

CM = tang k, 

so kömmt die Centralentwerfung heraus. Da diese Ent- 
werfungsarten bekannt sind, so habe ich zur Abänderung 



CM=k 

gemacht, und damit CN 
in 90 gleiche Theile, als 
so viele Grade getheilt. 
Man kann aus der 15ten 
Figur ersehen, wie die 
daraus fliessende Ent- 
werfungsart ausfällt. Sie 
hat den Yortheil, dass 
auf jedem Mittags- und 
Breitenkreise die Grade 
sehr wenig ungleich sind, 
und dass sich diese beyden 
Arten von Kreisen auch 
nicht unter sehr schiefen 
Winkeln schneiden. Die 



Fig. 15. 
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Durchschnittswinkel auf AP, CP, CA sind durchaus von 
90 Graden, und die Grade sowohl auf CA als auf CP sind 
gleich gross, und so auch die Grade auf AP. Es hat 
übrigens diese Entwerfungsart weiter keine nähere Absicht, 
als dass man die Distanzen jeder Oerter von C auf einer 
gleichtheiligen Scala abmessen kann. Hingegen werden wir 
im folgenden sehen, dass, wenn man (s. Fig. 14 S. 56) 

CM=&m{k 

macht, und damit auf der Regel alle Grade dahin schreibt, wo 
die Sinus ihrer Helften, von C [180] gegen iV aufgetragen, 
hintreffen, die ungleich mehr bestimmte Bedingung dabey 
eintrifft, dass alle Länder dem Räume nach eine ihrer wahren 
Grösse proportionirte Grösse in der Zeichnung behalten. 

IX. Entwerfnngsarten der Erdfläche in Absicht anf die 
Grösse der Länder. 

§ 100. 

Bey allen bisher erwähnten Entwerfnngsarten der Erd- 
fläche kann auf die Grösse der Länder keine Rücksicht ge- 
nommen werden, weil sie andern Absichten Genüge zu leisten 
gewidmet sind. Bey der stereographischen, und noch vielmehr 
bey der centralen Projection, werden die Grade von der Mitte 
aus grösser, und damit scheinen auch die Länder, so von der 
Mitte der Charte weiter wegliegen, viel grösser zu sejn, als 
sie wirklich sind. Bey Mercators Seecharten wird, was 
gegen die Pole liegt, unendlich gross. Hingegen bey der 
orthographischen Projection wird, was von der Mitte der 
Charte weiter weg ist, immer kleiner, und die am Rande 
herumliegenden Länder unendlich klein. Wenn es demnach 
die Frage ist, die Erdfläche so zu entwerfen, dass alle Länder 
ihre genaue proportionirte Grösse behalten, so muss die Ent- 
werfungsart besonders dazu eingerichtet werden. 

[181] § 101. 

Dieses kann nun auf sehr vielerley Arten geschehen. 
Es ist aber die allgemeine Auflösung der Frage von nicht 
geringerer Schwierigkeit und Weitläuftigkeit , als die, wovon 
oben (§ 65) die Rede war. Wir können aber einige der 
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einfacheren Fälle vornehmen, welche dadurch, dass sie be- 
stimmter sind, weniger Schwierigkeiten haben. Der erste sey 
demnach derjenige, wo die Mittagskreise gerade parallele 
Linien sind, die den Aequator und dessen Parallelen, die 
ebenfalls gerade sind, rechtwinklicht durchschneiden. Dieser 
Fall ist sehr leicht. Denn der Aequator wird in 360 gleiche 
Theile als so viele Grade getheilt, die Mittagskreise sind 

Fig. 16. 



30 



30. 



■4^ 



A'^ 



mo 



dabey gerade Linien, so den Aequator unter rechten Winkeln 
schneiden, und die Grade der Breite werden da geschrieben, wo 
die Sinus derselben, vom Aequator auf- und herunterwärts hin- 
getragen, hinfal- 
len. AufdieseArt ^^&- *'^- 
steUt die 16te Fi- 
gur den Raum der 
halben Erdfläche 
vor. DasganzeVer- 
fahren gründet sich 
darauf, dass die Zo- 
nen der Erdfläche 
vom Aequator an 
gegen die Pole, 
ihrem räumlichen 
Inhalte nach, wie 
die Sinus der Breite 
zunehmen. Dieses 
macht auch, dass 

die Grade der 
Breite gegen den 
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Pol zn sehr merklich kleiner, und bey dem Pol unendlich 
klein werden. Da indessen die ersten 30 Grade der Breite 
nicht sehr ungleich sind, so fällt eine Charte von Afrika, 
oder anderer um den Aeqnator herumliegender Länder noch 
ziemlich gut aus (s. Fig. 17). 



[182] 



§ 102. 



Hingegen für solche Länder, die, wie z. E. Amerika, 
ihre grösste Länge von Norden nach Süden haben, ist es 
besser, wenn man diese Zeichnungsart dergestalt umkehrt, 
dass man nicht den Aequator, sondern den mittlem Mittags- 
kreis durch eine gerade, in gleich grosse Grade eingetheilte 
Linie vorstellt, den Aequator hingegen nach den Sinus der 
Grade der Länge eintheilt. Die 18te Figur stellt Asien 

nach dieser Art 
Fig. 18. entworfen vor. 

AP ist der in 
gleich grosse 
Grade getheilte 
Mittagskreis, so 
mitten durch 
die Charte geht. 
DAB ist der 
Aequator, von 
A gegen Z> 
und B nach 
den Sinus der 
Grade der Län- 
ge eingetheiit. 
Jeder Dureh- 

schnittspunct 
M wird leicht 
gefunden. Denn 
die Ordinate 
MR ist der 
Sinus der Länge 
oder des Win- 
kels RPM, 
und PjB ist ein 
Bogen , dessen 
Tangente dem 
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Prodnct aus der Tangente der Aequatorshöhe PM nnd dem 
Cosinus des Winkels MPM gleich ist. Denn die Ordinate MM 
stellt einen grössten Circol vor, welcher den Mittagskreis PA 
in li senkrecht durchschneidet. Man ziehe MQ auf AB 
senkrecht, so finden sich in Q die Grade des Bogens A Q ab- 
geschnitten, dessen Sinus der Linie UM = AQ gleich ist. Ich 
habe für alle Durchschnittspuncte von 10 zu 10 Graden die 
Grade von A R und ^ Q in beyliegender Tafel (8. 64) vorge- 
stellt, welche einen doppelten Eingang hat, und wo für jeden 
Punct M p die Polhöhe, X die Länge, von A an gerechnet, 
vorstellt. [183] Diese Tafel durfte nicht besonders berechnet 
werden, weil sie aus der vorhergehenden (§ 97) heraus- 
gezogen, und nur die Aufschriften verändert werden konnten. 

§ 103. 

Ich werde nun zu einer andern Entwerfungsart fort- 
schreiten, wo die Mittagskreise gerade Linien sind, die sich 
in dem Pol unter ihren wahren Winkeln durchschneiden. Die 
Frage ist, sie so in Grade zu theilen, dass alle Länder das 
wahre Yerhältniss ihrer Grösse erhalten. 

§ 104. 

Es seyn in der 8ten Figur (8. 25) PN^ Pv zween un- 
endlich nahe Mittagskreise, und aus dem Pol P als aus einem 
Mittelpunet werden zween unendlich nahe Breitenkreise M^i^ 
Nv gezogen. Für den ersten sey die Aequatorshöhe ß, für den 
anderen e -f- de. Der Winkel N Pv sey = JA, und man 
setze PM^= x, MN ^=^ dx. Hieraus folgt nun 

M^L = xdX, 

und damit ist der Inhalt von 

MNvii = xdx • rfA. 

Dieser Inhalt muss dem durch dieses Räumchen vorgestellten 
Räumchea der Eugelfläche gleich, und demnach 

xdx -dX == ün s ' de ' dk 

[184] seyn. Demnach ist 

xdx = sin ß • e?fi = — e? cos « , 
\xx ^= Const. — cos e. 
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Zum § 102 der Landcharten. 



Die Grade AR 
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Die Grade AQ 
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Nun soll X = seyn, wenn e = ist. Demnach wird 

^xx =1 — cos £ = 2 sin *^€, 
ä: = 2 sin ^€. 

Dieses ist demnach die Eintheilung der Mittagskreise, von 
welcher zu Ende des § 99 die Rede war. Da wir die An- 
wendung, die davon gemacht werden kann, daselbst bereits 
gewiesen haben, so können wir dieser Anwendung zufolge in 
der 19ten Figur die zwo Halbkugeln der Erde vorstellig 

Fig. 19. 



machen, wo nun die Pole nicht in der Mitte, sondern oben 
und unten am Rande des Kreises sind. Die Mittagskreise, 
sowie die Parallelkreise, sind krumme Linien, die sich ver- 
mittelst zweener Circul construiren lassen, indem ihre Ordi- 
naten die Differenz der Ordinaten zweener Circul sind. 

§ 105. 

Es sey in der 14ten Figur (8. 56) alles, wie § 96, 97, 
so ist 

CM= 2 sin^Ä-. 

Man ziehe die Ordinate MQj und setze 

QC= X, 

[185] so ist (§ 97) 

08twald*8 Klassiker. 54. 5 
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y : X = tang w = tang/> : sin X, 
Ferner 

a;« + y« = CM^ = 4 sin »^A = 2 (1 — cos k). 

Da nnn (§ cit.) 

cos Ä = cos A cos p , 
so ist 

x^ + y* = 2 — 2 cos X cos p. 

Wenn man nun ans diesen zween Gleichungen 

y ^in k = X tang p , 
^* + y* = 2 — 2 cos X cosjö 

entweder k oder p wegschafft , so erhält man* im ersten Fall 
eine Gleichung zwischen x, y, p, nnd diese bestinunt die 
krumme Linie für jeden Parallelkreis, dessen Breite =p. 
Im andern Fall erhält man eine Gleichung zwischen x, y, X, 
und diese bestimmt die krumme Linie fflr jeden Mittagskreis, 
der um l Grade von C entfernt ist. 

§ 106. 

Die Gleichung für den ersten Fall oder für die Parallel- 
kreise ist 



a:* -f- y* = 2 — 2 cos /) y 1 tang *p . 

Und aus dieser findet man nach mehreren Reductionen 



y = y 1 + sin /> — \x* ± Vi — sin jo — \x* 

oder, wenn 

;> = 90° — € 

[186] gesetzt wird, 



y = V2 cos *^€ — \x^ dz V2 sin *|£ — |a;« . 

§ 107. 

Fflr den andern Fall oder für die Mittagskreise ist die 
Gleichung 



a;=yi + sinA — |y*^l+sinX)*±Vl — sinA— |y*(l— sinA)' 
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oder, wenn man 

A = 90° — 2v 
setzt, 



a:=eos*i L • V2 sec ^^L — y^± sin*^ i- V2 cosec *\L—y* . 

§ 108. 

Wir haben bey dem bisher betrachteten Fall (§ 103) 
angenommen, dass die Mittagskreise sich in dem Pol unter 
ihren wahren Winkeln schneiden. Diese Bedingung lässt sich 
so abändern, dass man setzt, die Winkel sollen m-mal grösser 
oder kleiner, als die wahren seyn. Dadurch wird nun die 
Gleichung (§ 104) 

xdx • dX = sin ede - dk 
in folgende: 

mxdx • dX = sin ede • dX 

verwandelt, welche 

mxdx = sin £ • c?£ = — J cos € , 
demnach 

^mxx = Const. — cos e 

[187] und, wenn Const. wie vorhin bestimmt wird, 

1 2 

Xxx = — (1 — cos c) = — sin *4€, 

demnach 

a; = 2 sin ^ £ ]/_L 

giebt. 

§ 109. 

Da man hier die Wahl hat, m nach Belieben zu be- 
stimmen, so kann eben so, wie oben (§ 56, 57), wenn man 
nach dieser Formel Coniglobia verfertigen will, w = | oder 
= -J oder = ^ = etc. genommen werden. 

§ HO. 

Will man sich aber der Formel bedienen, um einzelne 
Länder, z. E. Europa zu zeichnen, so kann m dadurch be- 
stimmt werden, dass auf der Charte der mittlere Grad der 

5* 
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Breite zu dem 
hältniss habe, 


mittleren Grad 
demnach 


der 


Länge 


sein wahres 


Ver 




mxdl : 


dx = 


sin e' 


'dk: 


d«' 


> 








mxdl • 


de' = 


sin £ 


' -dx 


<fA 








sey. Da nun 


X - 


= 2 sin 


ie': 


Vm, 












dx = 


= de' cos ^e 


'rVm 


7 








so findet sich hieraus 


















m = COB '^^e 


_ 1 


+ cos«' 
2 








[188] Nimmt 


man nun 


z. E. für Europa, 


wie 


oben 


(§ 


52), 


so wird 




cos «' 

m - 


= 1 

7 


» 











und in diesem Verhältniss müssen die Grade der Länge ver- 
mindert werden. Für die Grade der Breite ist sodann 

:r = 4 Vi -sin ^€ = 2,1 380 900 sin ^£. 

Fig. 20. Wie die Zeichnung aus- 

fällt, kann man aus der 
20ten Figur sehen. Ich 
werde dabey nur noch 
anmerken, dass die 17te, 
18te und 20te Figur 
nach einerley Maassstabe 
gezeichnet sind , und 
daher die drey darinn 
vorgestellten Welttheile 
in Absicht auf ihre 
Grösse mit einander ver- 
glichen werden können. 

X. Entwerfnng der sphäroidischen Erdfläche. 

§ 111. 

Die Erde ist überhaupt von der sphärischen Figur sehr 
wenig verschieden, und dieses macht auch, dass man sich bey 
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Entwerfung der Erdfläche nicht sehr nach ihrer abgeplatteten 
Figur umsieht. Zu diesem Umstände kömmt aber noch ein 
anderer, weichet erheblicher zu seyn scheint. Es geht nem- 
lieh an sich nicht an, die Erdfläche so zu entwerfen, dass 
nicht die verschiedenen Theiie an Grösse und Lage ungleich 
[189] und unähnlich werden sollten, weil eine krumme Fläche 
nicht in eine Ebene ausgebreitet werden kann. Die daher 
rührende Unähnlichkeit ist nun so beträchtlich, dass der 
Unterschied der sphärischen und der sphäroidischen Figur der 
Erde dabey ganz unmerklich wird. Soll demnach dieser 
Unterschied etwas auf sich haben, so muss die Entwerfung 
zu ganz besondern Absichten gewidmet und eingerichtet seyn. 

§ 112. 

Unter solche Absichten gehört nun der Gebrauch der 
Seecharten bey der Schiffarth oben an. Man hatte auch nicht 
unterlassen, die genaue Bestimmung der Figur der Erde als 
etwas für die Schiffarth sehr wichtiges vorzustellen, und in 
der That lohnte es sich der Mühe, zu sehen, ob die Erde 
viel oder wenig abgeplattet ist. Die Verbesserung der See- 
charten und die genauere Bestimmung der Richtung der Schiffe 
und ihres Weges hängt schlechthin davon . ab , wenn zumal 
bey trübem Wetter das Schiff sicher geleitet werden soll. 

§ 113. 

Es kann ferner bey Specialcharten, wenn sie sehr genau 
seyn sollen, ebenfalls die Frage vorkommen, dass man das 
Verhältniss der Grade der Länge zu den Graden der Breite 
so bestimme, wie sie bey der sphäroidischen Erdfläche wirk- 
lich stattfindet. Man kann endlich auch bey Entwerfung 
grösserer Länder, ganzer Welttheile [190] oder selbst der 
ganzen Erdfläche sich vorsetzen, das wahre Verhältniss be- 
meldter Grade dabey zu Grunde zu legen. Und sollte es 
sich finden, dass die Sache nicht mehr Arbeit fordert, als die 
Entwerfung der sphärischen Fläche, so ist offenbar, dass man 
sich eben so gut an die wahre Figur der Erde wird halten 
können. Durch diese Betrachtungen wird also bestimmt, 
wohin wir unser Augenmerk zu richten haben. 
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§ 114. 

Wir werden uns vors erste um das Verhältniss der Grade 
der Länge zn den Graden der Breite umzusehen haben, weil 
sieh sodann das meiste aus den vorhergehenden Abschnitten 
ohne Mühe auf die Entwerfung der sphäroidischen Erdfläche 
wird anwenden lassen. Es sey demnach AC^= OB, der 

Halbmesser des Ae- 
Fig. 21. quators, = 1, PC 

= b die halbe Erd- 
axe, und APB stelle 
einen Mittagskreis der 
Erde vor, den wir 
als eine Ellipse an- 
sehen. Die Eccen- 

tricität sey = ^ = 

Vi — bb. Ferner sey M ein beliebiger Punct des Mittags- 
kreises, MQ auf dem Aequator, MR auf der Axe senkrecht, 
und MT eine Tangente; so ist der Winkel TMQ, den wir 
= p setzen, der Polhöhe des Puncts M gleich. Man mache 
ferner 

CQ = ME = x, 




und den Bogen 



MQ= CR =y 

AM=v, 



[191] so findet man aus der Natur der Ellipse 

1 



^ — — 

Vi + 6* . tang V 

Nun ist x = MR der Halbmesser des Parallelkreises, in 
welchem der Punct M liegt. Setzt man nun zween Mittags- 
kreise, deren Unterschied der Länge dem Differential dl 
gleich ist, so ist xdX =^ dX : Vi + b* ^ tang*/> der durch 
diese Mittagskreise abgeschnittene Theil des durch M gehen- 
den Parallelkreises. Nennen wir diesen Theil = dw, so haben 
wir 

dw = xdX = 



Vi +5*.tang*jt> 
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§ 115. 

Ferner findet man aus der Natur der Ellipse das Ele- 
ment des Bogens v 

dv = coBecpdx, 
Da nun 

, J* • tang p • d tang p 

^ ~ Tl + i« . tang «/))»•* 
gefonden wird, so ist 

J* • cosec/> • tangp • diaaigp 



dv = 



(1 + ^* • tang*;>)»=* 

§ 116. 

Hieraus folgt nun 

, , J* • cosec p ' tang p • dtainsp dk 

(! + **• tang V)'* Vi +**-tang*/) 

[192] oder nach allen Reductionen 

rft? : dw = b*dp : cos /> (1 — e* sin ^p) dX, 

Dieses ist demnach das Verhältnisse das eigentlich zu suchen 
war. Wir werden dasselbe nun auf einige Entwerfungsarten 
anwenden. 

§ 117. 

Bey den Seecharten werden sowohl die Mittagskreise als 
die Parallelkreise durch gerade, einander senkrecht durch- 
schneidende Linien vorgestellt, und die Grade des Aequators 
sind durchaus von gleicher Grösse sowohl unter sich als mit 
den Graden jeder Parallelkreise. Dabey ist demnach 

dw = dX 
und demnach 



dv 



cos j3 (1 — e* sin ^p) 



Hier stellt nun v nicht mehr den elliptischen Bogen AM, 
sondern dessen Projection auf der Charte vor. Wird diese 
Formel integrirt, so ist 
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* ° \l — sin/?/ ^ ° \1 — e Bin pl 

V = log tang (45° + ^p)-i,e log ([^^^j 

oder 

V = log tang (4 5°+ | j») — ö* sin/) — \ e* sin ^/) — ^e^ sin '^ — etc. 

[193] In dieser Formel bleibt das erste Glied allein, wenn 
ß == 0, demnach die Erde als eine Engel angenommen wird. 
Man sieht demnach, wie sich die Grade der Breite bey der 
Entwerfnng der sphäroidisch'en Erdfläche verkürzen. Setzt 
man Kürze halber 



so erhält man 



e Binp = sm q)y 



V = log tang (45° + ^p] — e log tang (45° -f- | q)) . 

Der Erfolg ist nnn überhaupt der, dass die Richtung des 
Schiffes auf der spbäroidischen Erdfläche mit dem Aeqnator 
oder dessen Parallelkreisen etwas kleinere Winkel macht, als 
anf der sphärischen Erdfläche. So z. E. wenn das Schiff auf 
letzterer unter einem Winkel von 45° vom Aequator gegen 
Norden oder Süden fährt, so wird dieser Winkel auf der spbä- 
roidischen Erdfläche um etwa 15 Minuten kleiner, wenn es 
in beyden Fällen sowohl der Länge als der Breite nach um 
einen Grad fortrücken soll. Auf der spbäroidischen Erdfläche 
sind femer die Grade der Breite von ungleicher Grösse, und 
so muss auch diese Ungleichheit in Rechnung gebracht werden, 
wenn man alles genau bestimmt haben will. Folgende Ta- 
belle ist nach den erst gefundenen Formeln berechnet. 

[194] 



p 


|logtai)g(45° + ii?)Hogtanp:(45°+i(;p)| 


V 


5 


' 0,0 873 773 


0,0 007 560 ' 


0,0 866 213 


10 


i 0,1754 259 ! 


0,0 015 068 ; 


0,1 739 191 


15 


1 0,2 648 420 


0,0 022 461 


0,2 625 959 


20 


0,3 563 785 


0,0 029 686 ! 


0,3 534 099 


25 


1 0,4 508 754 


0,0 036 68S i 


0,4 472 066 


30 


1 0,5 493 061 


0,0 043 414 


0,5 449 647 
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p 


logtaTig(45°-j-i;?) 


«logtang(45«+i(;p) 


V 


35 


0,6 528 365 


0,0 049 814 


0,6 478 551 


40 


0,7 629 098 


0,0 055 839 


0,7 573 259 


45 


0,8 813 736 


0,0 061 442 


0,8 752 294 


50 


1,0 106 831 


0,0 066 579 


1,0 040 252 


55 


1,1542 346 


0,0 071217 


1,1 471 134 


60 


1,3 169 578 


0,0 075 305 


1,3 094 273 


65 


1,5 064 543 


0,0 078 825 


1,4 985 718 


70 


1,7 354 151 


0,0 081742 


1,7 272 409 


75 


2,0 275 894 


0,0 084 036 


2,0 191 848 


80 


2,4 362 460 


0,0 085 6S8 


2,4 276 772 


85 


. 3,1312 900 


0,0 086 685 


3,1226 315 


90 


infinit. 


0,0 087 019 


infinit. 



In dieser Tabelle habe ich eben so wie in der vorher- 
gehenden Abhandlung 

229 



i = 



230 



und demnach 



e = 0,0 931 490, 
<?« = 0,0 086 767, 
e* = 0,0 000 753, 
e^ = 0,0 000 006 

[195] angenommen. Der Halbmesser des Aequators ist 
dabey = 1 , und demnach ein jeder Grad des Aequators 
= 0,0 174 533. 

§ 118. 

Wird diese Tabelle bis auf alle einzelnen Grade oder 
vollends bis auf alle 10 Minuten erweitert, und die in vor- 
hergehender Abhandlung gegebene Tafel von der Länge der 
Grade in Klaftern mit dazu genommen, so lassen sich die bey 
der Leitung eines Schiffes vorfallende Aufgaben leicht auf- 
lösen. Ich werde ein einziges Beyspiel davon geben. Ein 
Schiff kömmt aus dem Parallelkreise des 3 Osten Grades in den 
Parallelkreis des 4 Osten nach einer schiefen Richtung, so 
dass es zugleich 10 Grade der Länge zurückgelegt hat. Es 
soll die Länge des Weges bestimmt werden, wenn man setzt, 
die Richtung seines Laufes sey immer dieselbe gewesen. Nun 
sind nach der Tabelle der vorhergehenden Abhandlung 
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vom Pol bis zum 40ten Grad ... 2 865 489 Klafter 
» » » » 30ten ^> ... 3 435 205 » ' 



Unterschied 569 716 Klafter 

Ferner nach erstgegebener Tabelle (§ 117) 

vom Aeqnator bis zum 40ten Grad 0,7573259 
» » » }) 30ten » 0,5 449 647 



Unterschied 0,2 123 612. 

[196] Endlich sind auf dem Aeqnator 10 Grade = 0,1 745 329. 
Man mache nun 

0,2 123 612 : 0,1 745 329 = 1 : 0, 8 218 681, 

so ist 0,8 218 681 die Tangente des Winkels, so der Lauf 
des Schiffes mit dem Mittagskreise macht. Daraas findet sich 
die Secante dieses Winkeis = 1,2 943 984, und mit dieser 
müssen die 569 716 Klafter mnltiplicirt werden. Das Pro- 
duct 739 013 Klafter giebt die gesuchte Länge des Weges. 

§ 119. 

Wir werden nun zu dem § 48 zurückkehren, und die 
daselbst angegebene Entwerfungsart auf die sphäroidische 
Figur der Erde anwenden. Es sey demnach, wie dort, 

PM =x, 
MN =dx, 
MPfi = mdk, 

so muss (nach § 116) 

MN: Mfi = b^dp : cosp (l — e* sin ^p)dX 

seyn. ^ Nun ist 

MN=dx, 

Mfx =xmdk^ 
demnach 

dx : xmdl = — b* dp : cos p {\ — e* sin ^p) dXf 

woraus folgt 

dx 6' • dp 



mx cos j9 (1 — e* sin */?) 
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[197] und, wenn man integrirt, eben so^ wie vorhin (§ 117), 

— log - = log tang (45° + ^p) — ^ log tang (45<^ + ^q>) 



oder noch ktirzer 



1 1 1 
— log — = V, 

m X 



Demnach lässt sich x vermittelst der letzten Columne der im 
§ 117 gegebenen Tabelle leicht bestimmen, weil 

— log X = mv 

ist. Es müssen aber bey dieser Formel hyperbolische Loga- 
rithmen verstanden werden. 

§ 120. 

Der Werth von m lässt sich eben so, wie oben (§ 48 folgg.) 
auf mehrere Arten bestimmen. Setzt man z. E. 

m = 1, 

so erhält man die Projectionsart , wo die Winkel im Pole 
ihre wahre Grösse behalten. 

§ 121. 

Man kann aber ebenfalls, wie im § 51, den Werth von 
m so bestimmen, dass in der Projection nicht nur Jf/tt, son- 
dern auch Nv ZM MN das Verhältniss haben, welches auf der 
sphäroidischen Erdfläche bey einer gegebenen Polhöhe P wirk- 
lich stattfindet. Es ist demnach 

riflftl '^^ rnxdX cos p[\ — e* sin *jo) dX 

Nv m[x -^^ dx) dX 

MN "" dx 

c?A(cos;? — mipdp]'(\ — e*sin*;? — 2e'8in/?cosjörfj9) 

_ __ . 

Wird die erste dieser Gleichungen von der zweyten abgezogen, 
so findet sich nach allen Reductionen 
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m = sm p — e* sin /? (1 — 3 cos *p) . 
Demnach, wenn für p die gegebene Polhöhe P gesetzt wird, 

m = sin P — e* sin P (1 — 3 cos 'P). 
Der Gebrauch hievon ist, wie oben § 51, 52. 

§ 122. 

Die im 5ten Abschnitte (§58 folgg.) angegebene Ent- 
werfungsart lässt sich ebenfalls in ihrer ganzen Allgemeinheit 
auf die elliptische Figur der Erde anwenden. Es ist weiter 
nichts nöthig, als dass man im § 61 anstatt 

NR : Rr = k sin e : de 
nach dem § 116 

NR : Rr = Icosp (i — e* sin '^p) : b^dpj 

demnach (§ 61) 

^ml (1 — xx) : dx = l cos p (1 — e* sin ^p) : b^dp 

[199] setze, woraus man 

2dx __ b^dp 

m (l — xx) cos p (l — e^ sin */?) 

und durch die Integration (§ 117) 

— log = V 

m 1 — X 

erhält, so dass die Zahlen der dritten Columne im § 117 auch 
hier gebraucht werden können. 

§ 123. 

Vermittelst dieser Formel lässt sich nun die sphäroidische 
Erdfläche auf mehrere Arten dergestalt entwerfen, dass die 
Mittagskreise und Parallelkreise Circulbogen sind, dass diese 
sich durchaus unter rechten Winkeln schneiden, und die Grade 
der Länge und der Breite dasjenige Verhältniss haben, das 
auf der sphäroidischen Erdfläche wirklich stattfindet, und dass 
endlich dabey alle Winkel ihre wahre Grösse behalten. Macht 
man hiebey m = ^, so erhält man eine der Uten Figur 
durchaus ähnliche Entwerfung der sphäroidischen Erdfläche. 
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I. 

Allgemeines. 

lieber den Lebensgang Johann Heinrich Lamberts und 
seine wichtigsten Scbrifteu ist in Heft 33 von Ostwald's Klas- 
sikern [Lamberts Photometrie, Heft 3) S. 51 ff. ausführlich 
berichtet. Dem dort Gesagten mögen hier nur noch die Titel 
einiger Schriften über Lambert hinzugefügt werden. 

Eberhard: Biographische Notiz über Lambert, Der Auf- 
satz, der Lamberts nachgelassenem Werke »Pyrometrie oder 
vom Maasse des Feuers und der Wärme« Berlin 1779, heraus- 
gegeben von Jean Bernoulli^ beigegeben ist, enthält eine treff- 
liche Charakterschilderung Lamberts und geht ausserdem auf 
seine philosophischen Forschungen näher ein. 

Matthias Graf: J. H. Lambert^ Leben, Mühlhausen 
1829. 

Rudolf Wolf: Biographien zur Culturgeschichte der 
Schweiz, dritter Cyklus, Zürich 1860, S. 317 — 356. 

Joh, Lepsius: J, H, Lambert. Y^m^ Darstellung seiner kos- 
mologischen und philosophischen Leistungen. München 1881. — 
Die hier abgedruckte Abhandlung Lamberts ist dem 
Werke entnommen, dessen vollständiger Titel lautet: 
Beyträge 
zum Gebrauche 
der 
MATHEMATIK 
und 
deren Anwendung 

durch 

J. H. Lambert. 

Mit Kupfern und Tafeln. 



Dritter Theil. 

Berlin, 

im Verlage der Buchhandlung der Realschule, 

1772. 
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(Die beiden ersteu Theile des Werkes sind 1765 und 1770 er- 
schienen) . 

Die Anmerkungen und Zusätze zur Entwerfung der Land- 
und Himmelscharten bilden die sechste von den neun Abhand- 
lungen des dritten Theiles der »Beyträge« und umfassen die 
Seiten 105 — 199 des genannten Theiles. Der vorliegende 
Abdruck giebt das Original wörtlich wieder mit Beibehaltung 
der Orthographie desselben. Nur einige falsche Redewen- 
dungen, wie der Gebrauch des Wortes »Verhältniss« als Femi- 
ninum, wurden geändert, einige offenbare Druckfehler ver- 
bessert. Die Formeln wurden übersichtlicher als im Original 
gesetzt, die dem Original auf besonderen Tafeln beigegebenen 
Figuren in den Text aufgenommen. Dabei sind die Figuren 
11 (8. 34) und 19 (8. 65) verkleinert, alle übrigen sind in der 
Originalgrösse wiedergegeben. 

Die Bedeutung der Lamberfscihen Arbeit beruht haupt- 
sächlich darauf, dass in ihr die ersten allgemeinen Unter- 
suchungen über Eartenprojection angestellt sind. Während 
sich seine Vorgänger auf die Untersuchung einzelner Ent- 
werfungsarten, besonders der perspectivischen , beschränkten, 
betrachtete Lambert die Aufgabe der Abbildung einer Kugel 
auf eine Ebene von einem höheren Gesichtspunkte aus und 
stellte zuerst gewisse allgemeine Forderungen auf, welche die 
Abbildung zu erfüllen habe: insbesondere die Forderung der 
Winkeltreue oder Conformität, andererseits die (mit der vorigen 
nicht vereinbare) Forderung der Flächentreue oder Aequivalenz. 
Hat Lambert die Theorien beider Abbildungsarten, deren 
erstere für die reine Mathematik, die beide ferner für die 
Kartographie von höchster Wichtigkeit geworden sind, auch 
nicht vollständig entwickelt, so hat er doch die Ideen derselben 
zum ersten Male klar ausgesprochen. Mit Hecht kann man 
daher, wie es Zöppritz in seinem Leitfaden der Kartenent- 
wurfslehre (Leipzig 1884) thut, von Lamberts Arbeit den 
Beginn der neueren Epoche der Projectionslehre datiren. Aber 
nicht nur wegen der Aufstellung jener allgemeinen Gesichts- 
punkte sind die »Anmerkungen und Zusätze« von Interesse, 
sondern auch hinsichtlich der Resultate, zu denen Lambert 
gelangt ist. Ist es ihm doch gelungen, mehrere neue Entwer- 
fungsarten von Karten zu finden, die noch heute bei den 
Kiirtographen in Gebrauch sind. Endlich ist auch die Art und 
Weise, wie Lambert seine Probleme angreift und durchführt, 
äusserst lehrreich. 
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II. 

Die stereographische und die Mercator'sche 
Projeetion. 

. Beide Projeetionen werden an mehreren Stellen des Textes 
als bekannt vorausgesetzt. Es wird deshalb zweckmässig sein, 
die wichtigsten Formeln derselben sowie ihre Haupteigen- 
schaften kurz zu entwickeln. 

1. Die stereographische Projeetion gehört zu den 
perspectivischen Abbildungen der Kugel. Bei derselben liegt' 
der Augenpunkt in einem Punkte der Eugeloberfläche ; von 
diesem Punkte aus werden die Punkte der Kugel auf eine 
Ebene projicirt, die senkrecht steht auf dem nach dem AugCD- 
punkte gehenden Kugelradius. 

a) Liegt der Augenpunkt in einem Pole, so heisst die 
Projeetion stereographische Polarprojection; die Pro- 
jectionsebene ist dem Aequator parallel. Hier möge der 
Aeqnator selbst zur Projectionsebene gewählt werden. Zur Ab- 
leitung der Formeln für diese Projeetion knüpfen wir an Fig. 5 
8. 17 an. Der Augenpunkt liege im Pole/?; der Anfangs- 
meridian sei PNEp. Ein Punkt M der Kugel habe die 
Breite p und die Länge A; pM schneide die Ebene des 
Aequators in m^ so ist m der dem Punkte M entsprechende 
Punkt der Karte. Der Kngelradius sei = 1. Dann ist Winkel 

PCM= 90° —p , PpM= 45° — ^ p. Die Betrachtung 

des rechtwinkligen Dreiecks pCm ergiebt 

1) Cm = e = tang (45° - yi>) ; 

femer ist Winkel m Cn = A. Nun sind aber Cm = q und 
Winkel m Cn die Polarcoordinaten von m ; die rechtwinkligen 
Coordinaten von m sind somit 

2) X = tang (45° — y i^l cos A , 

y = tang 145° — '^ p] ^^^ ^ - 

b] um die allgemeinsten Formeln der stereographischen 
Projeetion zu erhalten, hat man nur an Stelle des Poles p einen 
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beliebigen anderen Pnnkt x der Engelfläche, an Stelle von P 
den Punkt X der Engel zu nehmen, der mit x anf demselben 
Durchmesser liegt. Man denke sich ein System von Polarcoor- 
dinaten auf der Engel, das den Punkt X zum Pole hat, und 
bezeichne mit u den sphärischen Abstand X3f, mit v den 
Winkel, den der Hauptkreis X3f mit XP bildet. Femer denke 
man in der Projectionsebene, die jetzt die durch den Eugel- 
mittelpnnkt C gehende, auf Xx senkrechte Ebene ist, ein 
System rechtwinkliger Coordinaten x' y\ das C zum An- 
^fangspunkte und die Projection von XP zur rc'-Axe hat. Dann 
bestehen zwischen x\ y\ Uj v dieselben Gleichungen wie vor- 
her zwischen a:, y, 90° — p, l] d^ h. es ist 

3 1 X = tang — cos v j y = tang — sm t? . 

Will man u und v durch die Länge l und die Breite p von 
M ausdrücken, so hat man das sphärische Dreieck XMP 
zu betrachten und aus PM= 90° — /?, PX = 90° — /?o» 
sowie Winkel XPM = A — A^ [A^ und p^ sind Länge und 
Breite von X] die Seite XM^=u und den Winkel PXM=v 
zu berechnen. 

Liegt der Punkt X auf dem Aequator, ein Fall, welcher 
der stereographischen Aequatorialprojection entspricht, so ist 
p^ = 0, daher 

cos w = cos jö cos {l — Aq) , tang v = sin (A — A^) coig p . 

Berechnet man hierans tang — , sowie sin v und cos v , so 
gehen die Gleichungen 3) in folgende über: 

, sin /? , cos p sin i A — A^) 

1 + cos j9 cos (A — Ao) ' ^ 1 + cos j9 cos (A — A^) 

Die Formeln 4) sind die in § 72 (S. 39) benutzten, nur dass 
dort Aq = gesetzt und x' mit y' vertauscht ist. 

c) Aus den Formeln 1) und 2) ergeben sich die Haupteigen- 
schaften der stereographischen Projection folgendermaassen. 

Es seien X, Y, Z rechtwinklige Coordinaten im Räume, 
und zwar falle die Axe Z in C7P, die Axe X in CE (Fig. 5 
S. 17). Dann wird ein beliebiger Eugelkreis durch die Glei- 
chungen 

5) X«-hy* + ^*=l, AX + BY+ CZ=D 
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dargestellt. Femer ist, wenn wieder X und p Länge und Breite 
eines beliebigen Punktes der Engel sind, 

6) X = cos j» cos A , Y = cos jo sin i , Z = sin p . 

Durch die Ausdrücke 6) wird der ersten Gleichung 5) genügt. 
Demgemäss wird ein beliebiger Kngelkreis dargestellt durch 
die Gleichung 

7) A cos j9 cos ^ + J5 cos jo sin A + C sin p = D , 
und dieser kann man die Form geben: 

7») 2 A taug /45° — ^p\ cos i + 2 5 tang ( 45° — ^p)sin A 
+ c[l-tang»(45°-i^J] = i)[l +tang»(45°— i^)] . 

Drückt man mittelst der Gleichungen 2) p und X durch x und y 
aus, so erhält man: 

8) 2Ax + 2By+ C(l — x* — y*) = 2>(1 + a:« + y«) ; 

d. h. jeder beliebige Eugelkreis wird bei der stereographi- 
schen Projection durch einen Kreis dargestellt. Für die Me- 
ridiane der Kugel ist (7=0, Z> == ; daher gehen diese 
in gerade, durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehende 
Linien über. Für die Parallelkreise ist -4 = 0, jB = 0; daher 
gehen diese in concentiische Kreise über, die den Anfangs- 
punkt der Coordinaten zum Mittelpunkt haben. Die eben 
erörterte Eigenschaft lässt sich auch rein geometrisch ableiten ; 
vgl. die Abhandlung von Lagrange in Heft 55 der Klassiker 
(8. 5). 

d) Um die zweite Haupteigenschaft der stereographischen 
Projection abzuleiten, betrachte man das Bogenelement da einer 
beliebigen Curve auf der Kugel. M sei ein Punkt von da, 
femer seien ^o^ pdk und dp die Projectionen von da auf 
den durch M gehenden Parallelkreis und den durch M gehen- 
den Meridian. Dann gilt für den Winkel ^, den da mit dem 
Meridian bildet, die Gleichung 

cos pdX 

Bei der stereographischen Abbildung der Kugel gehe da in 
das Bogenelement ds der Ebene xy, M m m über. Der 

08twald*s Klassiker. 54. 6 
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Meridian von M geht dabei in die Gerade über, welche m mit 
dem Anfangspunkte der x^ y verbindet ; der durch M gehende 
Parallelkreis geht in einen Kreis über, der um den Anfangs- 
punkt der Xj y beschrieben ist und durch m geht. Der Radius 
dieses Kreises sei q, und cp sei der Winkel, welchen der nach 
m gezogene Radius mit der ^-Axe bildet. Dann sind dq und 
Qdcp die Projectionen von äs auf q und auf den durch m 
gehenden Kreis; und daher gilt für den Winkel d-^ den ds 
mit q bildet, die Gleichung 

aq 
Nach 1) ist aber 

q = tang (45^ ~ 2 ^) ' ^ ^ ^' 



daher ist 



mithin 



q cosp ^ 



tang 1^' = tang &, ^ = &\ 



d/h. der Winkel, unter welchem irgend eine auf der Kugel 
liegende Curve einen Meridian schneidet, bleibt bei der stereo- 
graphischen Projection ungeändert. Dasselbe gilt somit auch 
von dem Winkel, unter welchem sich zwei beliebige auf der 
Kugel gezogene Curven schneiden. 

2. Bei der Mercator^Bohen Projection werden die Meri- 
diane durch parallele Gerade, die Parallelkreise durch eine 
andere Schaar von Geraden dargestellt, welch letztere die Meri- 
diane senkrecht schneiden. Das Princip der Projection ist das, 
dass in jedem Punkte der Karte die Bogenelemente des durch den 
Punkt gehenden Meridians und Parallelkreises dasselbe Ver- 
hältniss haben wie die entsprechenden Bogenelemente der Kugel. 
Fällt der Aequator mit der x-Axq zusammen, während die 
Meridiane der y-Axe parallel sind, so ist für einen Punkt m 
der Karte mit den Coordinaten x, y ein Bogenelement des 
Meridians = dy, ein Element des Parallelkreises = dx. Ent- 
spricht dem Punkte m der Karte der Punkt M der Kugel, 
dessen Länge und Breite l und p sind, so sind die den Ele- 
menten dXj dy entsprechenden Bogenelemente der Kugel resp. 
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d(T^ = coBpdly da^ = dp. Naeh dem oben angegebenen 
Princip soll 

dy da^ dp 

dx da^ cos^rf/ 

sein. Nun wird der Aequator der Karte in gleiche Theile 
getheilt, die gleichen Längenanterschieden entsprechen. Der 
Abstand zweier Meridiane^ deren Längenunterschied A, ist 
daher überall m/, wo m eine Constante ist. Mithin ist auch 

dx = mdX . 

Daher folgt ans der vorhergehenden Gleichung 

dy = m — ^ , 
cos^ 

und hieraus ergiebt sich durch Integration, wenn log den 
natürlichen Logarithmus bezeichnet, 

y = m log tang (45° + ^p) + <?. 

Da der Aequator in die :z:-Axe fällt, so ist für j9 = auch 
y = 0. daher c = 0. Die Formeln für die Mercator' sehe 
Projection sind also 

X = mk, y = mlog tang (45° + ^p) . 

Ist femer ds der Bogen, welcher die Endpunkte von dx 
und dy verbindet, da der Bogen, welcher die Endpunkte 
von doy und da2 verbindet, so sind ds und da entsprechende 
Bogen der Karte und der Erde. Ferner ist das von dx, dy^ ds 
gebildete Elementar-Dreieck dem von rfaj, rfaj, rfa gebildeten 
ähnlich, da dy : dx =: da2 : day und die eingeschlosseneb 
Winkel als rechte Winkel gleich sind. Mithin ist der Winkel, 
den da mit dem Meridian der Kugel bildet, gleich dem 
Winkel, den ds mit dem Meridian der Karte bildet. Das 
ist eine Eigenschaft, die auch der stereographischen Projection 
zukam. 

ni. 

Specielle Noten zum Text. 

§ 4. Colurus solstitiorum ist der durch die Himmelspole 
und die Solstitialpunkte gelegte grösste Kreis; entsprechend 
ist Kolur der Aequinoctien der durch die Aequinoctialpunkte 

6* 
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gehende Stondenkreis. Das Wort Eolur ist nach Heis von 
Kokoveiv abzuleiten und bedeutet »Yerstümmlera. Der erste 
der genannten Kreise trennt nämlich den Schweif des kleinen, 
der zweite den des grossen Bären vom Körper. 

§ ö. Karsten, Wenceslam Johann Gitstav (1732 — 1787) 
lehrte an den Universitäten Rostock, Bfitzow in Mecklenburg 
und Halle. Die hier citirte Arbeit (Abhandlungen der Churfürstl. 
baier. Akademie der Wissenschaften, Band V, München 1768) 
führt den Titel: »Theorie von den Projectionen der Kugel 
zum astronomischen und geographischen Gebrauch.« Sie ist 
aus dem Jahre 1766 datirt. — 

Bei der Erwähnung der stereographischen Projection fehlt 
die Angabe der Projectionsebene (vergl. S. 79). 

§6. Hase, Johann Matthias (1684—1742), Prof. in 
Wittenberg, galt für einen der hervorragendsten Köpfe seiner 
Zeit und glänzte vor Allem als Geograph und Geschichtsforscher. 
Er verfertigte historische Karten, die von Homann gesammelt 
und 1750 zu Nürnberg herausgegeben sind. 

Varenitis (Bernhard Varen), geb. 1622 zu Hitzacker 
an der Elbe, gest. 1670 zu Amsterdam, war Geograph und 
Arzt. Am bedeutendsten von seinen Schriften ist seine Geo- 
graphia generalis, 1650, deren erster Theil die mathematische 
Geographie behandelt. 

Kästner, Abraham Gotthelf, 1719 zu Leipzig geb., starb 
1800 zu Göttingen. Der genaue Titel der in Text angeführten 
Schrift lautet: Dissertationes mathem. et phys., quas Societ. 
regiae Scient. Gotting. annis 1756 — 1766 exhibnit, Altenburg 
1771. 

Graf V. Redem (1720—1789) war Ehrenmitglied der 
Berliner Akademie. Die angeführten Karten sind 1762 in 
Berlin erschienen. 

§7. Doppelmayr, Johann Gabriel^ geb. 1671 in Nürn- 
berg, gest. daselbst 1750. Seine Himmelskarten führen den 
Titel: Atlas coelestis, in quo XXX. tabul. astron. aeri incisae 
continentur^ Nürnberg 1742. Doppelmayr (Lamberf% 
Schreibart Doppelmayer ist falsch) gab ausserdem eine An- 
weisung zur Beschreibung grosser Sonnenuhren heraus (1719). 
Am bekanntesten ist sein aus gründlichen Quellenstudien 
hervorgegangenes Werk: »Historische Nachricht von den Nüm- 
bergischen Mathematicis und Künstlern« (Nürnberg 1730). 

§ 8. Richmann, Georg Wilhelm, 1711—1753, Mathe- 
matiker und Physiker, wurde bei Anstellung von Versuchen 
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über die Gewitterelektricität vom Blitze erschlagen. — Der 
13. Band der Petersburger Commentarien, für 1741 — 1743, 
ist erst 1751 erschienen. 

§ 9. Mercator (Gerhard Kremer), 1512 zu Rupelmonde 
in Flandern geb., 1594 zu Duisburg gestorben, der Reformator 
der Kartographie, ist der Erfinder der nach ihm benannten 
Projectionsart, nach welcher er 1569 Seekarten herausgab, 
ohne jedoch das Princip zu veröflfentlichen. Näheres über 
Mercator findet man in der Schrift von Breusing : » Gerhard 
Kremer, genannt Mercator^ der deutsche Geograph«. Ein 
Vortrag, 2. Ausgabe, Duisburg 1878. 

BelUn, verdienter Geograph und Kartenzeichner, geb. 1703 
zu Paris, gest. daselbst 1772. Er gab viele Karten heraus. 

§ 10. Lowitz (nicht Loioiz), Astronom und Physiker, 
1722 — 1774, war zuerst Kartograph, dann Prof. der Math, 
zu Nürnberg, Göttingen und Petersburg. Er wurde bei der 
Vermessung der Wolgagegend von aufständischen Kosaken ge- 
tödtet. 

Die im Text erwähnte kosmographische Gesellschaft hatte 
ihren Sitz in Nürnberg. 

§ 15. S. 10 Z. 4 steht im Original fälschlich B statt P. 

§ 23. Die Richtigkeit der beiden Proportionen ergiebt 
sich leicht aus den Formeln für a:, y, 2: (§ 19), auch ohne 
dass man dem Winkel X die speciellen Werthe und 180^ 
ertheilt. 

§ 24. Ein Proportionalzirkel besteht aus zwei gleichen 
Linealen, welche wie die Schenkel eines Zirkels mit einander 
verbunden und um einen Punkt beweglich sind. Aus diesem 
sind auf beiden Linealen gerade Linien gezogen, die nach 
verschiedenen Verhältnissen eingetheilt sind. 

Auch ohne Benutzung des Proportionalzirkels kann man 
leicht ^ constructiv finden. 

§ 25. Dass die hier abgeleitete Projection nichts anderes 
ist als die stereographische Polarprojection, ergiebt sich aus 
den Erörterungen S. 79. Eigenartig ist der Weg, auf dem 
Lambert hier zu den Formeln gelangt, neu ferner die ein- 
fache Oonstruction des § 24. 

§ 27, letzte Zeile. Hier steht im Original fälschlich 
A statt Q. 

§ 28. Cotesius (Roger Cotes), 1682—1716, englischer 
Mathematiker, der sich namentlich um die Ausbildung der 
Integralrechnung verdient gemacht hat. Er gab Newton'^ 
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Principia herans. Ueber den OotesiBchen Lehrsatz vergl. 
Schlömilch^ Handbach der algebraischen Analysis^ Cap. X. 

§ 33. PappuSy berühmter Mathematiker des Alterthums, 
lebte am Ende des dritten Jahrhunderts unserer Zeitrechnung 
in Alexandria. Näheres über denselben s. M. Cantor, Vor- 
lesungen über Geschichte d. Math. I, 8. 374 flf. 

§ 38. Hier steht im Original fälschlich \S, statt \^. 

In der Tabelle des § 38 sind im Original die letzten 
Decimalen einiger Zahlen falsch angegeben. Eine grössere 
Aenderang war hinsichtlich des Coefficienten von n^ in der 
letzten Reihe erforderlich. Derselbe ist nicht, wie Lambert 
angiebt, 0,0205608, sondern 0,0207275. 

§ 40, Die Angabe, dass der Fehler ein Maximum ist für 

w = 1^4 , ^8* ^^^ angenähert richtig. Denn für a; = y 

X 
= tang^^ wird nach § 15 resp. 16 einerseits sin ^^ =sin|sin— , 

andererseits z =^2 tang ^^ • sin ~, mithin ist nach der in 

§ 38 eingeführten Bezeichnung n = sin—. Der Fehler z — ^f 

ist daher In tang \^ — arc sin (n sin ^), und dieser Ausdruck 
ist ein Maximum für n == V^ Vi + ^ tang* \^. 

In den beiden Tabellen des § 40 sind bei Lambert die 
Subtrahenden der Ausdrücke für ^^ sämmtlich zu gross an- 
gegeben. Ich habe die falschen Zahlen durch die richtigen 
ersetzt. 

§ 41, Die eben angegebenen Aenderungen in den Zahlen- 
werthen des § 40 machten es nöthig, in der zweiten Zeile 
des § 41 das Wort »zu gross« durch »zu kleinem zu ersetzen. 

In der Tabelle für z — ^^ ist bei Lambert die letzte 
Ziffer um 1 Minute falsch. 

§ 44, Die Fassung der Construction ist nicht ganz 
deutlich. Die Linie CP ist von C aus auf der horizontalen 
Mittellinie abzutragen = CQ, Q ist mit JR zu verbinden; 
endlich ist QB von P aus auf der Linie PC abzutragen = PS, 

Die Construction kommt darauf hinaus, dass, wenn O 
das im Mittelpunkte der Kugel befindliche Auge ist, die Drei- 
ecke OCP und OMN durch die congruenten Dreiecke 
RCQ und Ä-äfiV ersetzt werden. 

§ 45. MayrolycuSjFrancisciis^ aus Messina (1494 — 1575), 
von griechischer Abkunft, war der bedeutendste Geometer des 
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16. Jahrhunderts. Sein Hanptverdienst ist, dass er in der 
Behandlang der Kegelschnitte zuerst über ApoUonius hinaus- 
ging.. 

§ 46. Am Schluss ist, ohne dass es ausdrücklich gesagt 
ist, angenommen, dass P der Pol ist. In der Form, wie es 
ausgesprochen ist, gilt daher das Resultat nur für die stereo- 
graphische Polarprojection. Um dasselbe auf eine beliebige 
Lage des Punktes P auszudehnen, hat man das Wort 
Aequatorshöhe durch Abstand vom Mittelpunkte der Karte, zu 
ersetzen. 

§ 47 — ö7. Die hier abgeleitete Projection heisst LamberV^ 
wiqkeltreue Kegelprojection. Sie war vor Lambert 
nicht bekannt. 

§ 50, Dieser § enthält im Original einen Fehler. Dort 

1 — X 

steht, dass — r für w = in log cotg \e übergeht. Statt 

Im 

dessen muss es \ log cotg ^e heissen. 

§ 52, Lambert bezeichnet die in diesem § auftretenden 
Briggischen Logarithmen mit demselben Zeichen wie vorher 
die natürlichen. Daher war hier eine Aenderung erforderlich. 
Ich habe die Bezeichnung log für die natürlichen Logarithmen 
beibehalten, die Briggischen aber mit Log bezeichnet. 

§ 56, Die Zimm^maww 'sehen Sternkegel rühren, her von 
Johann Jacob Zimmermann (1644 — 1693), der zuerst Diakonus 
in Bietigheim in Württemberg, dann Prof. d. Math, in Heidel- 
berg, später Conector einer Druckerei in Hamburg war. 
Sein Werk: Coniglobium noctumale stelligerum s. Conu^ 
astroscopicus geminus ist 1704 in Hamburg erschienen, 1706 
und 1729 ebendort in deutscher Sprache. 

§ 58 — 64, Die hier abgeleitete Projectionsart nennt man 
die winkeltreuen Kreisnetze von Lambert oder auch die 
Lagrange^^^h^ Projection. Lamberts Erörterungen entbehren 
der erforderlichen Allgemeinheit. Denn er betrachtet 1) nur 
einen solchen Meridian, der mit dem geradlinigen Meridian 
der Karte einen unendlich kleinen Winkel bildet. Daher ist 
der Beweis, dass die Abbildung überall conform ist, nicht 
geführt. 2) Für die Behauptung, dass die Parallelkreise der 
Erde in Kreise der Karte übergehen, fehlt der Beweis ganz. 

Eingehender sind die Kreisnetze von Lagrange betrachtet 
in einer in den Memoiren der Berlin. Akad. 1779 erschienenen 
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Abbandlnng, die in dem 55. Bändchen der Klassiker ent- 
halten ist. 

§ 61. Dass MA = tang [\mX) ist, ergiebt sich so: wA 
ist der Winkel, welchen die in P an den Kreis PMp ge- 
legte Tangente mit der Geraden Pp bildet; daher ist auch 
Winkel ABP = mL Da nun AP= 1, so ist 

^5 = cotgw;i, MB = PB = -r'^, 

^ sin w A 

MA = -; r — cotg ml = tang (\ml) . 

sin w/ o \^ / 

§ 65, Das Problem der reciproken Trajectorien, 
zuerst von Johann Bernoulli gelöst, besteht in folgender 
Aufgabe. Es sind zwei congruente Ourven symmetrisch so 
an einander gelegt, dass sie sich schneiden. Die eine wird 
sich selbst parallel fortbewegt. Wie müssen die Curven be- 
schafifen sein, damit die zweite in jeder so entstandenen Lage 
die erste unter constantem Winkel schneidet, also diese zur 
Trajectorie hat. — Die Lösung enthält eine willkürliche Function. 

§ 68, Es hätte gesagt werden müssen, dass dz' , dx" etc. 
die absoluten Werthe der Differentiale bezeichnen. 

§ 72, Mittelpunkt heisst hier : Mittelpunkt der Projection. 
Hinsichtlich der Ableitung der hier vorkommenden Formeln 
8. 8. 80. 

§ 73. Lambert theilt hier zum ersten Male die all- 
gemeinsten Formeln für die conforme Abbildung einer Kugel 
auf eine Ebene mit, wobei er angiebt, dass die Lösung selbst 
von Lagrange herrühre. Wie die folgenden § § ergeben, 
weiss Lambert mit der allgemeinen Lösung nichts anzufangen. 
Er hat sogar das Wesen derselben verkannt, da er annimmt, 
ße~^y^-^ müsse von — ae~**^^-^ genau so abhängen wie 
^ß+fV-i von ae'^^y'~^. Wie man die allgemeine Lösung 
verwerthen kann, hat zuerst Lagrange in der oben citirten 
Arbeit (8. 87 letzte Zeile) gezeigt. — Wie viel einfacher die 
Discussion der allgemeinen Lösung zum Ziele führt, als die 
von Lambert benutzten Reihenentwickelungen, darüber vergl. 
die Note zu § 85. — Auch auf die Frage der bei der con- 
formen Abbildung entstehende Verzerrung geht Lambert gar 
nicht ein. 

Baugamvtlle'& (Louis Anton Graf de B,, 1729 — 1811) 
Integralrechnung ist 1752 in Paris erschienen. 



Digitized 



by Google 



Anmerkungen. S9 

§ 74 — 79. Obwohl von den in diesen §§ entwickelten 
unendlichen Reihen keine Anwendung gemacht wird, glaubte 
ich dieselben doch nicht unterdrücken zu sollen. 

In § 77 enthält das Original einen Fehler. Es ist nicht, 

wie dort angegeben, B = ^ a\ C= -r b\ D = — c\ son- 

2 4 b 

dem es wird 5 = 0, C = 0, i> = 0, -B = etc. Die- 
selben Aenderungen mussten in § 79 vorgenommen werden. 
In § 79 ist femer zu bemerken, dass die Ausdrücke für B^y 
C^, D^ erst von A =: 1 an gelten, nicht für k = 0, wäh- 
rend die Ausdrücke für b^, c^, d^, e^ auch für k = richtig 
sind. 

§ 82, In den in diesem § mitgetheilten Reihen sind im 
Original die Coefficienten von X^p^, A^jt?*, Vp^, A® falsch an- 
gegeben; sie sind im Text durch die richtigen ersetzt. 

§ 85, Die Projection, deren Formeln hier abgeleitet sind, 
nennt Tissot (die Netzentwürfe der geographischen Karten, 
deutsch von Hammer, Stuttgart 1887): Lambert % winkel- 
treue cylindrische (Transversal-) Projection. 

Ohne Benutzung unendlicher Reihen kann man die Resul- 
tate dieses § folgendermaassen ableiten. Nach § 73 ist, wenn 
y — 1 = e gesetzt wird, 

1) x + iy =/ (t> + A), x~ iy = /; (t> — A), 
wo f und f^ willkürliche Functionen sind. Ferner ist (§ 73) 
fi = log tang (45° -f- - jo) , daher 

l ef*— 1 2 , cf*_e-f* 



i» = 2 are tang (^^j-pf) 



7t 

Dabei ist arc tang mit reellem Argument zwischen r- und 

7t 

+ — zu wählen, arc tang ist also eindeutig definirt. 

Da nach § 81 für jt) = auch y = werden soll, haben 
wir die Bedingung 

2) /(^)=/.(-i). 

Femer soll (§81), wenn A = ist, a: = 0, y = j» werden. 

Das giebt die Bedingungen 
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3) /(»»+/,(»» = 0, 

Aus 3j UDd 4) folgt 

(ßfi u 

daher 

e^+a+ l )' 

Diese Fanctionen genfigen von selbst der Gleichnng 2). Setzt 
man die Ausdrucke 5) in 1) ein, so erhält man durch Ad- 
dition und Subtraction der beiden Gleichungen 1) x und y, 
und zwar ergiebt sich, wenn man noch die Formeln für 
arc taug a — arc tang ß resp. für arc tang a + arc tang ß 
anwendet : 

/ — 2t sin l\ 
o: = t arc tang | ^^_^^.^ | 

. , ... . 1 • /l + sin A cos M 

= t arc tang( — t sin / cos «) = - log |- -, — ^ ^|, 

^ ^'2 \1 — smACosjö/ 

y == arc tang 1— r— | = arc tang 1 — ^-Ci 

^ ^ \ 2 cos A / ^ \ cos A / 

= arc cotg (cos l cotg p) 

oder 

cotg y = cos A cotgjp. 

Diese Formeln gehen für jp = 90° — e unmittelbar in 
die Formeln des § 85 über. 

§ 86. In den Formeln des ursprünglichen Textes steht 
irrthümlicher Weise mehrmals cos X an Stelle von sin X, 
Diese Fehler sind in dem Neudruck verbessert. 

§ 89, Statt y = 9Q9 würde besser y = ^7t zu setzen sein. 

§ 90. Statt Wendungspunkt würde man heute Wende- 
punkt sagen. 
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§ 92, Zweckmässiger Weise hätte für die Punkte der 
Kngel eine andere Bezeichnung gewählt werden sollen, als für 
die entsprechenden Punkte der Karte. 

§ 97. Der Umstand, dass auch hier die Punkte der Karte 
mit denselben Buchstaben wie die entsprechenden Punkte der 
Erdoberfläche bezeichnet sind, kann leicht zu einem Miss- 
verständniss führen. Es sei daher hervorgehoben, dass, wäh- 
rend in § 96 C, Mj P etc. Punkte der Karte bezeichnen, in 
§ 97 mit denselben Buchstaben die entsprechenden Punkte 
der Erdoberfläche benannt werden, k ist also der sphärische 
Abstand der Punkte O und M der Erdoberfläche, w der 
Winkel, welchen der Hauptkreis CM der Erdoberfläche mit 
dem Aequator bildet. In § 98 und 99 bezeichnen die Buch- 
staben C, P, M wieder Punkte der Karte. 

In der Tabelle S. 57 mnssten einige Zahlen, die im 
Original falsch waren, geändert werden. Der Deutlichkeit 
wegen habe ich in den ersten Horizontalreihen der beiden 
Tabellen S. 57 und S. 58 die Bezeichnung Grad und Minute 
hinzugefügt. 

§ 99, Die durch CM = k bestimmte Projection heisst 
äquidistante Azimutalprojection. Bei derselben ist der 
Abstand irgend eines Punktes der Karte vom Mittelpunkt 
der Karte gleich dem betreffenden Abstand auf der Erde. 
Die Projection ist weder winkel- noch flächen treu. Meridiane 
und Parallelkreise werden transcendente Curven. 

§ 99 vorletzte Zeile: Raum ist hier für Flächeninhalt 
gebraucht. 

§ 101. Von der iamJer^'schen Figur, welche das Grad- 
netz der ganzen Erdoberfläche darstellt, ist hier nur die 
Hälfte wiedergegeben. Die hier gelehrte Projection heisst 
die äquivalente oder flächentreue Cylinderprojection von Lam- 
bert (auch wohl isocylindrische Projection). Man erhält 
dieselbe, indem man die Erde auf einen sie längs des Aequators 
berührenden Cylinder senkrecht projicirt und dann den Cy- 
linder in eine Ebene abwickelt. 

§ 102. Die hier erörterte Projection unterscheidet sich 
von der im § 101 gelehrten nur dadurch, dass hier auf einen 
Cylinder projicirt wird, der die Erde längs eines Meridians be- 
rührt. Hinsichtlich der Fig. 18 ist zu beachten, dass an Stelle 
Q der Karte der Winkel steht, dessen Sinus = sin A cos j9 
ist. Die Länge AQ ist = sin A cosjo, während Alt die 
Länge des Bogens ist, dessen Cotangente = coigp • cos l ist. 
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In der Tabelle für AR (S. 64) musste eine Zahl geändert 
werden. Femer sind in dieser Tabelle die Buchstaben A und />, 
die im Original an falscher Stelle stehen, vertauscht worden. 
Endlich wurden in den obersten Horizontalreihen beider Ta- 
bellen die Benennungen Grad und Minute hinzugefügt. 

§ 104, Die erörterte Projection ist Lambert^» fläch en- 
trene Azimutalprojection, und zwar betreffen die For- 
meln des § 104 die Polarprojection, die Fig. 19, sowie die 
Formeln der §§ 105 — 107 die Meridianprojection. Tissot 
nennt die Projection : flächentreue Zenitalprojection resp. 
flächentreue zenitale Meridianprojection. 

§ 108—110, Die hier erörterte Projection ist Lamberts 
flächentreue Eegelprojection. 

Lambert bespricht von der äquivalenten oder flächen- 
treuen Abbildung nur specielle Fälle, geht aber auf das 
Princip derselben nicht ein. Die allgemeinste Formel für 
diese Abbildung ist folgende. Soll eine Engel vom Radius 1 
auf eine Ebene flächentreu abgebildet werden, und entspricht 
dabei dem Punkte der Engel, dessen Breite p und dessen 
Länge A ist, ein Punkt der Ebene, dessen rechtwinklige 
Coordinaten x, y sind : so sind x, y Functionen von X und jp, 
die der folgenden Differentialgleichung genügen: 

Es ergiebt sich dies daraus, dass cos j9 dpdX das Flächen- 
element der Kugel, (r~ cj — jtö jpW/^d' Adas entsprechende 

Flächenelement der Karte darstellt. 

§ 114, Die Formel S. 70 Z. 8 v. u. ist im Original 
unrichtig. 

§ 115. In den beiden ersten Formeln dieses § wird 
stillschweigend vorausgesetzt, dass dv und dx die absoluten 
Werthe der Differentiale bezeichnen. Besser würde man auf 
den linken Seiten der beiden Formeln das Zeichen minus hin- 
zufügen. 

§ 117. Der Satz S. 72 Z. 17—19 v. o. lautet im Ori- 
ginal: »So z. E. wenn das Schiff im ersten Fall unter einem 
Winkel von 45° vom Aequator gegen Norden oder Süden 
fährt, so wird dieser Grad auf der sphäroidischen Erdfläche um 
etwan 15 Minuten kleiner« etc. Bei dem Abdruck habe ich 
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die unklare Wendung »im ersten Fall« durch die deutlichere 
»auf letzterera (nämlich auf der sphärischen Erdfläche), femer 
das falsche Wort »Grad« durch das richtige »Winkel« ersetzt. 
Zum Yerständniss des von Lambert Gesagten bemerke ich 
noch Folgendes. Ein Schiff segelt von einem Orte zum andern 
nicht längs eines grössten Kugelkreises, sondern längs einer 
Curve, die alle Meridiane unter gleichem Winkel schneidet. 
Diese Curve, Loxodrome genannt, geht bei der Mercator^^inhQn 
Projection in eine gerade Linie der Karte über. Man denke 
sich nun einmal die sphärische Erde nach Mercator^^ Projection 
entworfen. Dabei seien und A zwei Punkte des Aequators, 
die um einen Längengrad von einander entfernt sind. Trägt 
man auf dem durch A gehenden Meridian einen Breitengrad 
= AB ab, so ist AB = 0A\ das Dreieck OAB der Karte 
ist rechtwinklig -gleichschenklig, der Curs OB des Schiffes 
bildet daher mit dem Aequator einen Winkel von 45^. Ist 
aber die Erde nicht mehr eine Kugel, sondern sphäroidisch, 
so ist die Linie AB der Karte kleiner als 0-4, der Winkel 
BOA ist daher kleiner als 45^, etwa gleich 44° 45'. 

S. 73, Lambert nimmt für die Abplattung der Erde den 

Newton' ^G\ien. Werth ^— an, der nach nnsrer heutigen Kennt- 

niss zu gross ist. 

Mit der vorhergehenden Abhandlung ist die dritte Abhand- 
lung von Theil III der »Beyträge« (8. 35 — 55) gemeint. Sie 
handelt »von der Rectification elliptischer Bögen durch unend- 
liche Reihen« und enthält eine Tabelle über die Längen der 

einzelnen Meridiangrade. Auch dort ist die Abplattung = — - 

angenommen. 

§ 118. Zum Verständniss ist Folgendes zu bemerken: 
Auf der sphärischen sowohl, als auf der sphäroidischen Erd- 
oberfläche ist der Bogen einer Loxodrome (s. oben Anm. zu 
§ 117), die mit den Meridianen den Winkel a bildet, gleich 

mal dem Meridianbogen zwischen den zu den Endpunkten 

der Loxodrome gehörigen Parallelkreisen. — Es folgt dies dar- 
aus, dass das Bogenelement der Loxodrome = mal dem 

cos a 

Bogenelement des Meridians, und dass a constant ist, 
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§ 119. Das negative Zeichen vor h^dp in der vorletzten 

Gleichung 8. 74 rtthrt daher, dass mit znnehmendem x die 

Breite p abnimmt. 

Nv 
§ 121, Die Formel des Textes für ^r^^^ ist nicht richtig. 

MJS j^^ 

Denn nach Lambert soll sich das Verhältniss tfit? a^is dem 

Mu ^^ 

Verhältniss —^ dadurch ergeben, dass man in letzterem 

MN 

p + dp an Stelle von p setzt. Das führt zu einem richtigen 
Resultate nur, wenn, wie bei der Kugel, MN gleich dp, 
multiplicirt mit einer Constanten, ist, nicht aber, wenn MN 
ausser von dp noch von p selbst abhängt, wie es bei einem 
Ellipsenbogen der Fall ist. Durch die Substitution von ji? + dp 
an Stelle von p geht vielmehr bei einem Ellipsenbogen das 

Verhältniss -:;rrrF i» -irnTfr ttl>er, wenn NN' das auf MN 

MN NN 

folgende Bogenelement bezeichnet. Die Lamberf^che Ent- 
wickelung ist daher durch folgende zu ersetzen: Der Linie 
MN der Karte (s. Fig. 8 S. 25) entspricht nach § 115 ein 
Meridianbogen 

(1 ■— e* sin*jo)^ 
Dem Bogen Mfi entspricht (§114) der Bogen des Parallelkreises 
, dl cos p 



yi — e* sin*j9 
Endlich entspricht dem Bogen Nv der Bogen 
, dX cos (p + dp) . V ^ dp An p (i — e*; 1 

Vi— e*sin*(iö + fl^/?) L cos^(l— ^«sinV)J 

Daher ist 

Nv ^^\a dpÄVLp[\ — e*) 1 

MN dvY cos/>(l — e* sin*j9jj' 

und mit Rücksicht darauf, dass p abnimmt, während x wächst, 
wird 

m{x "{- dx) dX ^^Fi ^P sin />(1 — «*) 1 

äx dv\_ cosp (i — e* sin*/?)J 
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Ansserdem war 

mxdl dw 



dx dv ' 

somit wird 

. dw dp sin p(l — e^) 
dn) cos JE) (l — e^ 8in*j9) 
cos p[\ — e* sin*/>) dX dp sin piX — e^] 

b'^dp cos JE? (1 — e* sin*j9) 

1 ß« 

= — 7^ — sin pdX = sin pdX, 

da J* = l — e* ist. Also ist 

m i= sin j», 

nicht aber, wie Lambert angiebt, 

m = sin ^ — a* sin p{\ — 3 cos*jo). 

Da ich an dem Originaltext grössere Aendernngen nicht 
vornehmen wollte, mnsste ich die Berichtigung des Fehlers auf 
die Anmerkung yerweisen. 

Halle a. 8., Mai 1894. 

A. Wangerin. 
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